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Kivonat

A kvantum biliard a 70’-es évek oOta élénk tanulméanyi teriilet. A
nanotechnolégia fejl6désével mara mér realitds a 2 dimenziés elek-
trongaz (2DEG) kisérleti megvalositasa, ami tjabb lehet6ségeket kinél
a kvantummechanika ellenérzésére. Egy ilyen jol szdmolhaté feladat
az inhomogén magneses térbe helyezett 2DEG, amit szupravezets vagy
ferromégnes segitségével lehet kivitelezni.

A dolgozatban egy olyan rendszert tekintettem, amelyben a B tér
egy korlatos csillagszerii tartomanyban zérus, azon kiviil konstans ér-
tékd. Specidlisan a korre vonatkozo sajatértékprobléma (antikor) egz-
aktul megoldhaté. Ismertetem a kvantummechanikai és a WKB me-
goldast és ezek kapcsolatat. A szemiklasszikus kizelitéshen osztélyoz-
hatoak a palydk és a fazistér 6 tartomanya kiilonbéztetheté meg. A
fenti esetre épitve a differenciélis formak segitségével sikeriilt az Aal-
talanos alaktl antidotra is megoldéasi mdédszert konstrudlni. Fz két
meértéktranszformacion alapul, amivel a vektorpotencial a beliilirt kor
belsejében illetve a koriilirt koron kiviil az antikornél kapottba megy
at. A sajatallapotok az antikdr bazisaban numerikus gondok nélkiil
szamithatok. A kapott eredmények felhasznalhatok a legajabb kisért-
leti eredmények ellenérzéséhez.

1. Bevezetés

Az elmilt évtizedek nanotechnolbgiai fejlédése lehetévé tette a két dimenzios
elektrongaz (2DEG) kisérleti megvalositasat. A GaAs és GaAsAl félvezetsk
hataran arra merélegesen olyan effektiv potenciél jon létre, amellyel a meréle-
ges gerjesztések nagy energias allapotoknak felelnek meg. A hémérsékletet
ezért egy kritikus érték ala csokkentve az elektronok a hatarfeliiletre lesznek
bebortondzve.

Az elmult évek a 2DEG tovabbi bezarasat tette lehet6vé. Ezt a mezosz-
kopikus skdlan beépitett elektrosztatikus potencial segitségével érték el, mint
példaul a kvantum drotok, kvantum pottyok vagy a kvantum gyiirtik. Ezen
bezart rendszerekben kiilonds figyelmet tulajdonitottak az elektron transz-
port viselkedés leirdsdnak a kvantum Hall rezsimben, ahol az dramvezetd
feliileti allapotok elsGdleges szerepet jatszanak a rezonans alaguteffektus, az
Aharonov-Bohm tipusi oszcillaciok, nemlokalis magnetorezisztanciak, a Cou-
lomb gat oszcillaciok, stb. leirasaban. A kozelmiltban a térben inhomogén
magneses mez&k alkalmazéasaval kiilonb6z6 valtozatos magneses rendszereket
javasoltak a 2DEG-re. Erre példa a szkennel§ alakuteffektusos mikroszkop li-
tografiai technikajara épiil6 magneses kvantum pottyok [1], a félvezetdk altal



réteges szerkezetben integralt ferromagneses anyagok, a magneses szuperrac-
sok |2], a kozonséges heterostruktirakba beépitett II-es tipusu szupravezetk
[3] és a molekulasugar epitaxiaval novesztett nem sik feliiletii 2DEG rends-
zerek [4]. A kiilonb6z6 magneses domének hatara mentén létrejové perem
allapotok hatasat a magnetorezisztanciara kisérletben [5] igazoltak.

Ezen rendszerek ugyan szoros analogidba allithatok a megszokott elek-
trosztatikusan bezart rendszerekkel, mégis elég valtozatos transzport visel-
kedést hoznak létre az elektron strukturakat tekintve. Megmutattak, hogy a
sikban linearisan valtoz6 inhomogén magneses térben az elektron aram csak
a mez6 gradiensére merdlegesen jon létre [7]. Toébb csoport is vizsgalta a
magnesesen modulalt 2DEG rendszerekben 1étrejové meghatarozott iranyu
kvantum transzportot [9] [10] |11] [12]. Ezen rendszert kisérletileg is rea-
lizaltak és a megjosolt szemiklasszikus kommenzurabilités effektust meg is
figyelték [13]. Egy ehhez hasonloé masik vizsgalatot is elvégeztek az Gssze-
tett fermion elmélet segitségével [14], a térben inhomogén elektrosztatikus
potencial részleges kvantum Hall terében (pl. egy antidot racs) szamoltak
ki az Osszetett fermion magnetotranszportot. Az Osszetett fermionok altal
érzékelt effektiv magneses tér fligg az Osszetett fermionok striiségétol, ezért
az antidot racs modulélja az effektiv mégneses teret.

Ezen dolgozat a mégneses antidotok problémajat targyalja. Ezek olyan
2DEG rendszerek, ahol a magneses tér egy korlatos Osszefiiggs tartomanyon
kiviil van jelen, beliill a méagneses tér zérus. (Lasd az 1. abrat) A fela-
dat inverz megfelelGje a magneses kvantum potty (mangetic quantum dot)
probléma, ahol a magneses teret a korlatos zart tartomany belsejében hoz-
zak létre amit végtelen potencidlfal vagy valami egyéb helyfiiggésii potencial
vesz koriil. A dolgozatban targyalt rendszerben a B magneses tér épp a
tartomény komplementerében van jelen és pont azon beliil tiinik el, ebbdl
ered az antidot megnevezés. Azt a specialis esetet, amikor a magneses teret
nem tartalmazo6 tartomany egy kor antikornek, amikor ellipszis antiellipszis-
nek nevezziik. Hogy kihangsilyozzuk a specialis esett6l vald eltérést, oly-
kor az antidot helyett "antiamdéba' kifejezést hasznaljuk. Az antiamdébara
vonatkoz6 megkotés csak az, hogy a B = 0 tartomany legyen korlatos és
csillagszeri, azaz "egyik pontjabol nézve konvex". A klasszikus mechanikai
elektron homogén méagneses térben a Lorentz er§ hatdsara korpalydn mo-
70g, és az azt nem tartalmazo iires térben egyenesvonali egyenletes mozgést
végez. Az ellentétes iranyu homogén magneses tér esetén az elektron érde-
kes peremallapotai a "snake-orbit"-ok, amik a hatar koriil korivek mentén,
"kigyovanalban" halado elektronpéalyaknak felelnek meg. Az antidot esetén a
klasszikus elektronpdlya véaltakozva korivekbdl és egyenes szakaszokbol épiil
fel. Nagy kiils6 magneses tér esetén a belsG iires tartomanybol inditva az
elektront, a magneses tér hatasara kis sugara koron kanyarodik vissza, ezért
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1. Abra. A méagneses antikor probléma

az antidot problémat a kvantum-billiard egyfajta realizaciojanak is tekintik.

A kozelmultban az antikor elektronsajatallapotait tobben vizsgaltak [6].
Ebben a rendszerben a magneses feliiletek hatara mentén olyan &dramhor-
doz6 perem é&llapotok létrejottét fedezték fel, amely hasonlatos a magneses
mintak szélén létrejové kozonséges peremallapotokhoz. A mégneses perem
allapotokrol azonban megmutattak, hogy meglehet&sen eltérs tulajdonsdgok-
kal birnak, mint a kézonségesek. Egy figyelemre méltoé megfigyelés, hogy ha
egy kisméretii vezetd kozepén egy kvantum antidot talalhato, akkor a magne-
tovezetésre aperiodikus oszcillacio lesz jellemzd a kozismert Aharonov-Bohm
tipusu periodikus oszcillacio helyett. Vizsgaltak tovabba a magneses gytiri
elektronéllapotait [16], ahol azt talaltak, hogy a korabbi esetektdl eltérGen
a magneses tér novelésével alapallapoti impulzusmomentum-atmenetek valo-
sulhatnak meg.

A gyakran vizsgalt fenti rendszerekben kozos vonas, hogy magas szimme-
triaval rendelkez6 2DEG konstrukciokat tekintenek, amelyben a sajatallapo-
tok kivaloan szemléltethetd szemiklasszikus modszerrel. Tudoméasunk szerint
atfogo kvantummechanikai szamitas a nem szimmetrikus esetben mér az ere-



deti kvantum potty problémara is joval kevesebb szamban késziilt (stadion,
véges magneses ellipszis), hisz itt a kvantummechanikai targyalds nem re-
dukélhat6 egy-dimenziosra. Az ellipszis alakil kvantum dot esetében alkal-
mazott eljaras a Schrodinger egyenlet direkt megoldasa volt a Bessel fiigg-
vények bézisaban. Az antiellipszis problémara valo kiterjesztést ily modon
nem tudtak kivitelezni, hisz ott a sajatallapotok szamitasahoz rengeteg ba-
zisfiiggvényre lenne sziikség. Kvantummechanikai szamités eddig kizarolag
az antikorre [6] és a kvantumos gytirtre [16] késziilt.

Ezen dolgozatban az 4ltalanos alakt kvantum antidot sajatértékprobléma
megoldasara javasolunk egy kivitelezhetd eljarast. Ez — mint latni fogjuk —
szorosan kapcsolodik az antikor megoldasahoz, ezért részletesen targyaljuk
ezt a problémat és megalkotjuk az atfogd szemiklasszikus és kvantummecha-
nikai leirdst. Tudomdésunk szerint a WKB szdmtas még erre a rendszerre
nem késziilt, pedig ily médon konnyen megérthetjiik az allapotok jellezdit
és a fazistér szerkezetét. A kvantummechanikai targyalasban a szogfiigg6
megoldas az e™?, ezt levalasztva a radialis egyenlet alapmegoldasait pedig
a Bessel illetve a Kummer-fiiggvények [18] segitségével lehet kifejezni[6]. Ez
utobbira vonatkozo, 2001-ben publikalt 17| algoritmus hasznalatéval kvan-
titativ moédon 0Osszehasonlithatjuk az egzakt és a szemiklasszikus modszer
eredményét. Az egyezés szinte tokéletes. Bemutatjuk a szemiklasszikus me-
goldéasbol kapott fazitérszerkezetet. Ezek alapjan meg fogjuk allapitani, hogy
az altalanos csillagszerii alakzatra vonatkozo megoldast milyen esetben var-
hatjuk jo fiiggvénybazisnak. A dolgozat mésodik részében az &ltaldnos an-
tidotra javasolunk egy megoldési modszert. Ehhez elGszor megalkotjuk az
azt létrehozo vektorpotencialt. Majd javasolunk két mértéktranszformaciot,
amivel csak az alakzat beliilirt és koriilirt kore altal hatarolt gytrtben fog el-
térni az allapotegyenlet a kor allapotegyenletétsl. Ezzel bebizonyitjuk a [16]-
ban megfogalmazott sejtést, miszerint az energiaspektrum kritikusan fiigg
a hidnyzé fluxus kvantum szameértékétsl és sokkal kevésbé a mezG geome-
szamitas lényeges, de ennek numerikus kivitelezésére még ezidaig nem volt
idénk. Az antiellipszisre alkalmazva — a modszer numerikus realizaciojanak
eredményességét egy nemzetkozi folydiratban szeretnénk hamarosan kozzé
tenni.



2. Az antikor probléma

El6szor az antikor probléma egzakt megoldésat adjuk meg. Ehhez elsGként
felirjuk a vektorpotencialt, ami az antikor magneses terét hozza létre. A
koron beliili illetve azon kiviili tartomanyokra més fiiggvényalakot fogunk
kapni, ezért a két esetben Schrodinger-egyenletet kiilon kezeljiik. A kapott
megoldasokbol a hataron valo Osszeillesztésre vonatkozo feltétel segitségével
kapjuk meg a lehetséges sajatértékeket és sajatfiiggvényeket

Ismert vektorpotencial esetén a nemkdélesénhato 2DEG-re vonatkozd Ha-
miltoni

1
H = A 2e A A 2A2
P Te )? = 2M( +2eAp +¢[p, A] + e“ A7)
n? ., 2ie e?

Az itt tekintett magneses mez6 a sikra meréleges, egy R sugari kor belsejében
zérus, kiviil konstans B értéki, azaz B(r) = B.(r) = Bf(r — R), ahol §(.) a
Heaviside egységugrasfiiggvény. Belatjuk, hogy ezt szimmetrikus mértékben
a kovetkezd divergenciamentes vektorpotencial hoz létre

B r? — R?

r

Alr,6) = 0(r — R)éy

hisz ennek rotacioja

N

€.

rot(A(r, ¢)) = (0r(rAg) — 95(Ar))— .l

A~

(06(A2) = 0:(rA) T + (9:(A,) = Br(A2))é
= BO(r — R)e.

épp a kivant magneses teret adja.

Ennél szemléletesebb bizonyitas a Stokes torvény egyszerd alkalmazasa.
A feladat forgasszimmetridja miatt a vektorpotencialt polarkoordinatakban
szogfiiggetlennek keressiik. Végezziink el egy vonalintegralast egy adott r

sugara koron.
]{Ads = /rot(A)dF

/027T Ayrdd = /07“ dr /027r rdoB(r)

2nrAgy = m(r* — R*)BO(r — R)
T‘2 _ R2
2r

A¢:B 0(T—R>



A megadott vektorpotencial egyben divergenciamentes, ha az A, = 0 valasz-
tassal éliink. A Hamiltoniba helyettesitve lathato, hogy H = 51 (2 + (py + €A4(r))?)
miatt az impulzusmomentum valoban meg fog maradni. A Hamilton operator

hz 2 2ie A¢8¢, 62 9
He (e )

oM h h?
h? 9 1 2ie AgOy  €°
R, 1 1 (05 e ?

= _W [87, -+ ;&n — 7“_2 (7 -+ ﬁrAfﬁ)

A Schrodinger-egyenlet az impulzusmomentummegmaradas miatt ¢ szerint
szeparalhato. A szogfiiggés e™™?, ahol m egész. A Schrodinger egyenlet ebbdl
h2

2M

o2+ o, - (m eBrf = I b(r) = B(r)

2
ﬁ + 5 5 9(7’ — R))

A hosszisagegységet valasszuk a = 1/%—nek, az energiaegységnek az Fy =

% = hiB = hwe/2 (a ciklotronfrekvencidhoz tartozod energia fele) és
legyen
leB o
=-—R’=R*/2=— 1
s=357 2=, (1)

a korbdl hianyzo osszes fluxus kvantum. (®¢ = h/e) a fluxus kvantum.) Ez
a paraméter, a "missing flux", a probléma egyetlen paraméterének valasz-
thato, hisz a megadott egységekben a magneses tér, korsugar, elemi toltés,
elektron tomeg és a Planck allandonak csak eme kombinacidja fordul els.
A késébbiekben targyalt altalanosabb antiamdéba esetében az amdéba kon-
krét alakjatol fiiggetleniil ez lesz a nagy energias ill. impulzusmomentumi
allapotok egyetlen meghatarozoja. A Schrédinger-egyenlet tehat ebben a
rendszerben
9 2

8f+%8r—%(m+ (r——s> G(T—R)) +E

- u(r) =0

Figyelemre mélto, hogy r > R = v/2s esetén a Schrodinger egyenlet csupan
annyiban kiilénbozik az antidotot nem tartalmazé R = 0-nak megfelels
homogén magneses tér egyenletétsl, hogy az effektiv impulzusmomentum
lecsokken m* = m — s az a korbdl hianyzo s fluxus értékével. A pro-
bléméat ezzel atjatszottuk a magneses kvantum dot problémara, amelyben
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a kor belsejében van a konstans B mez§. Ennek megoldasa a Kummer-M és -
U fiiggvényekkel fejezhetd ki a magneses tartomanyban. Mivel a Kummer-M
fiiggvénynek a végtelenben, a Kummer-U-nak pedig a 0-ban van szingula-
ritasa !, ezért a magneses kvantum dot peremfeltételeit a Kummer-M fiigg-
vénnyel lehet kielégiteni. Ellenben az antidot esetén a mégneses tér a kiilsg
tartomanyban jelen van és beliil zérus, ami a Kummer-U hasznalatat fogja
megkovetelni.

2.1. A Schrodinger egyenlet megoldasa

Ebben az alfejezetben attekintjiik az antikdrre vonatkozo Schrodinger-egyenlet
altalanos megoldésat. A szogfiiggést a korabbiakban a forgasszimmetria ko-

vetkeztében sikeriilt levalasztani. Itt mar csak a sugérfiiggs rész megoldésat

keressiik. Ehhez kiilon kezeljiik a kéron beliili és a kiils6 tartomanyt, majd a

kapott altalanos megoldasok szabad paramétereit a hatarra vonatkozo6 perem-

feltételekkel fogjuk rogziteni.

2.1.1. A koron beliili megoldas

A bels6 tartoméanyban a vektorpotencial eltiinik itt a 2DEG iires térnek meg-
felel6 egyenletet kapjuk

m2

1
83+;8T_?+E ¢(T>:O

Atszorozva r-tel és attérve a p = VEr térvaltozora, a U(p) = ¥ (r) fiigg-
vényre a Bessel egyenletet kapjuk

(%02 + p0, + (0> —m?)] ¥(p) =0

Az altalanos megoldéasa J,,(p), Y..(p) Bessel és Neumann fiiggvények li-
nearis kombinacioja. Az eredeti hullamfiiggvény altalanos megoldéasa igy
a Jn(VET), Y (VEr) fiiggvényekbdl keverhet6 ki. Mivel az egyenlet a
belsé tartomanyban érvényes, ezért olyan megoldast kell vilasztanunk, ami
az origbban nem szingularis. A Bessel fliggvény megfelel ezen kovetelmény-
nek. Az energia kvantaltsaga a masik tartomanyban kapott megoldassal valo
osszeilleszthetGség feltételébsl fog kovetkezni.

LA Kummer U(a,b,z) fiiggvénynek a>0 esetén csak a z—0-ban, a<0-ra a végtelenben
is szingularitasa van. A hullamfiiggvényben a Kummer fliggvény meg van szorozva egy
exp(—r?/4)-es faktorral is, ami a Kummer-U esetén eltiinteti a végtelenbeli szingularitést.



2.1.2. A koron kiviili megoldas

Most tekintsiik a kiils§, magneses teret is tartalmazo tartomanyt.

¥(r) =0

1 1 2\?
83+;37«—T—2<m*+%> +E

Elvégezve a négyzetre emelést.

1 *2 2
O+ -0, + (—m +E—m*—1>¢=o

r2 4

Ha attériink az x = r?/2 valtozora és osztjuk az egyenletet 2x-szel

1 1 E-m* m?
2 l i — =
8x¢+x¢+( 4+ 2x 4:172>¢ 0

A w(z) = /x(x) valtozoval ez nem méas, mint

* 1_ (m*\2
L Eemt s (Z)Iwzo

82
CE i 2 22

E—m*

a Whittaker egyenlet, k = =5, 1 = i—@ paraméterekkel [18]. Ennek a
linearisan fiiggetlen megoldasai a Kummer-M és -U fiiggvényekkel fejezhetd
ki

1

wi(e) = e e MG 4 = 14 2, )
1

wy(x) = e_%mx%J”‘U(ﬁ +pu— K, 1+ 2u,x)

A paraméterek behelyettesitésével az eredeti hullamfiiggvényre az eredeti r
helyvaltozoval a kovetkezé megoldast kapjuk 2

. 1 * *_E 2

wnlr) = ety (LA 2B g
2 2

. 1 * *_E 2
Ya(r) = ey ( o ;m , 1+ [m?], %)

A mégneses tér a magneses kvantum antidot esetében a kéron kiviili térrész-
ben van jelen. A megoldasok koziil tehat a méasodikat kell valasztani, hisz
az a végtelenben lecseng. Az els6 megoldasban szereplé Kummer-M az
M(a,b,z) = %ezz“_b aszimptotika szerint felrobban, ezért nem lehet al-
kalmas a megoldésra.

2Az egyenletekbe a p behelyettesitésénél a + elGjelet véalasztottuk. A - eljellel a
kifejezés Kummer transzformaltjat kapjuk, ami egyenls az itt megadott megoldassal.[18]
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2.1.3. A megoldasok 0Gsszeillesztése

Ezzel mindkét tartomanyban megkaptuk a Schrédinger egyenlet megoldésat
minden régzitett E-re: a bels§ tartoményban a Bessel J, a kinti tartomany-
ban a Whittaker-W fiiggvény volt az alkalmas valasztds. Linearis differen-
cidlegyenletrsl révén szo ezen fiiggvények tetszéleges komplex konstanssal
meg lehetnek szorozva. A hataron azonban meg kell kovetelni a fliggvény és
derivaltja folytonossagat.

Y(r) = i(r)0(R —r) + ¢a(r)0(r — R) (2)
¢1(R) = ¢2(R)
d d
%@/)1(7“) . = 5%(7“) N

1

ahol 1(r) = AJu(VEr), t(r) = Bedylm Iy (Bl =l g o e, 22)
Ha képezziik a két feltétel hanyadosat, akkor a tetszéleges A, B konstansok
kiesnek és a megkotés az energiara fog vonatkozni.

d d 1.2 * T2
_ — —ar |m*| _
= In [Jm(\/ Er)} @ In [e ™ (a, b, 5 )1

* d
Z—E—FM—FR—IHU(a,b,x)
r=vVER 2 R dx

r=R

azaz

d
VE . In J,,,(x)

="

A derivalast elkeriilhetjiik az [18] 13.4.25 azonosség felhasznalasaval

To) = T (2) = ()
U'(a,b,z) = U(a,b,x) — Ula,b+1,x)

amivel

Ins(WER) _m _R ||

RU(a,b+1,s)
Jo(VER) r 2 R Ula,b,s)

Végiil s-sel eliminidlva R-et, a kor sugaréat:

VE Jy1(V2sE) L Ula(B)b+1s) <1 L I +m) Ly
V25 Jn(V2sE) U(a(E),b, s) 2 25 B

ahol explicit kiirtuk az a paraméter helyfiiggését. Ezen egyenletnek keressiik
a zérushelyeit E és m fliggvényében.

11



Minden lehetséges egész m-hez megszamlalhato sok energiamegoldast kapha-
tunk. Az egyetlen nehézséget U nehézkes numerikus implementécioja okozza?.
Tovabbi gondot jelent, hogy a negativ a paramétertartomanyban a csok-
kenésével a fliggvényérték nagyon megnovekedhet. Nekiink ezek hanyadosa
fordul csak el6. A PARI-GP ingyenesen letolthet6 C programcsomag tar-
talmazza a legijabb Kummer-U algoritmust. Ez a rendszer matematiku-
sok altal elsGsorban matematikusok szamaéara lett kifejlesztve: tobbnyire a
szamelmélet, csoportelmélet, algebrai topologia és az elliptikus forméak terii-
letén hasznos fiiggvényeket tartalmazza. Nagy elénye a programnak, hogy
a memoriakorlattol eltekintve tetszéleges pontossaggal tud szamolni, igy az
emlitett U/U osztas alul- vagy tulcsordulas veszélye nélkiil valosithato meg.

A gyokkeres6 algoritmust C++ nyelvben irtam meg. Négy kiilonb6z6 el-
jarast hasznaltam: a szakaszfelezG, a Newton-Raphson, a szakaszfelezs tech-
nikaval feljavitott Newton-Raphson, és a szekdns modszert. Az algoritmu-
sok 107 toleranciahatérhoz voltak &llitva. Kezdeti feltételnek a programot
alacsony energia probaértékrdl inditottam, (pl. 0.5) majd automatikusan
a kovetkezd szimulaciok az el6z6 megoldastol nagyobb (pl 0.1-el) értéktdl
indultak. A gondot az jelenti, hogy az egyenletiink osztésokat tartalmaz,
ezért a Bessel fliggvény zérushelyei kornyékén figyelni kell az algoritmus he-
lyes érzékenységének allitasara. A szimulécid befejezése utan remélhetjiik,
hogy nem "maradt ki" egy gyok sem. Véltoztatva a paramétereket, egymas
utani ujrainditassal a rutin tébbszorosen ellendrizte alapossagat. A program
egy Pentium 100-as PC-n volt futtatva, ami atlagosan 5 mp koriil adott me-
goldast. A szimuldalas kezdGértékének kozelebbi megadésa drasztikusan csok-
kentheti a szamitashoz sziikséges id6t. A késébb targyalando szemiklasszikus
megoldas altal josolt szintekrdl inditva a gyokkeresés szintenként 0.1 mp-nél
gyorsabban jutott eredményhez.

A 2. abran a lehetséges energia-impulzusmomentum értékeket abrazol-
tuk. Az itt bemutatott egzakt megoldast x-el, a WKB kozelités értékeit +
-al jeloltiik. Lathato, az illeszkedés pontosséga, a szemiklasszikus targyalés-
ban kapott szintek szinte azonosak az egzakt eredménnyel. A WKB kozelités
hasznalata segit megérteni a kapott eredmények tényleges "fizikai" tartalmat.
Mint ott latni fogjuk 6 tartoméany kiilonboztethet6 meg, amit egy parabola
és két konstans impulzusmomentumu gorbe kiilonit el. Az m?/2s vonal a
kor hataran 1éve effektiv potencial értéke, ettdl kisebb energiaju péalyak a kor

3Az U(a,b,z) az origo kivételével egy végtelenszer differencidlhaté analitikus fiiggvény,
aminek a nullaban (b-1)-ed rendii pélusa van. Matematikai értelemben tehat egy kellemes
figgvény. A gondot az okozza, hogy a definicidja szerint Kummer-M és I" fiiggvények
hanyadosai Osszegeként allithat6 el6. Fz a gyakorlatban legtobbszor numerikusan nem
kivitelezhet6, gyakran teljesen mas uton kaphaté numerikus kozelitGeredmény. A Kummer
fiiggvények pontos gyakorlati elGallitasa altalanos esetben nagyon idsigényes.[17]
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2. abra. Az energiasajatértékek impulzusmomentumfiiggése s=5 esetén. Az
egzakt kvantummechanikai megoldasbol kapott értékeket X-el, a szemiklass-
zikus formula kozelitGképlete altal kapott pontokat + -al jeloltiik. A kiilon-
boz6 WKB tartomanyok hatarat vastagon szedett vonallal rajzoltuk: egy
m?/2s parabolat, illetve az m = 2s és az m = 0-hoz rendelt fiiggsleges
egyeneseket.

teriiletét elkeriils pozitiv és negativ energiaju Landau-nivok, annal nagyobb
val6szintibb értéke ugyan kiviil van, de a belsé tartoményban sem elhanyagol-
hatd. Az 0 < m < 2s tartomany a magneses peremallapotokhoz, az m =0 a
kor kézéppontjan athalado klasszikus palyakhoz tartoznak. A -+ és x-el jel-
olt megoldéasok egyezése igazolja a fazistér ezen a felbontasanak jogossigat.
A hullamfiiggvények tényleges képét majd a késGbbiekben a konkrét esetek
vizsgélatdnal mutatjuk be.

2.2. A WKB kozelités

A kor alakd antidot feladat hengerszimmetrikus. Ez lehetGvé tette a szog- és
sugarfiiggd részek szeparalasat. A szogfiiggs részre vonatkozé megoldas e™?,
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a sugarfiiggést egy egydimenzios Schrodinger egyenletbdl egzaktul szamithat-
tuk. Mivel ez a feladat egydimenzios, lehet&ség van a szemiklasszikus WKB
kozelités alkalmazéséara is. A korabbiakban felirt Hamilton operator

2
7 ﬁpf%—%(m*jtg) ha r>R
30’ : ﬁpg + T—; / ha r<R

/
/

/

\
l‘ | / 2
Az ennek megfeélels \\eiffekt"\\iv potencial’ <m*/+ %) a kiilsg illetve m?/r? a

/
{ s

\ /
py
P /
. P

|
|

20 \ 7 /
\1\ =..

y15 \

o] Y

3. abra. Az effektiv potencial lehetséges alakjai. A potencidl szempontjabol
négy eset kiilonboztetheté meg, de ha a mimumbhely a korén kiviilre esik,

akkor az allapot energiaja fiiggvényében tovabbi két eset jon be. A fliggéleges
vonal a kor hatarat jeloli.

belsé tartoményban. Ismét elegend6 csupan az s paramétert haszndlni, hisz
*

m* =m — s, s = R?/2 Rogzitett m és s esetén potencial folytonosan megy
at a hataron. (Ez nem meglepd hisz a vektorpotencialt éppen ugy vettiik fel,
hogy a hataron zérus legyen és folytonos.) Az abran lathato ennek lehetséges
formai. Ennek megfelelGen négy esetet kiillonboztetiink meg, amit a szamolas
szempontjabol érdemes kiilon kezelni. (Lasd a 3. abrat) Lehetséges, hogy

e a potencidlnak a koron kiviil pozitiv minimuma van
e a potencial a koron kiviil felveszi a zérus értéket
e a potenciél a koron veszi fel a minimumat

e a potencial a koron beliil zérus, m = 0
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Adott energia esetén klasszikusan gondolkodva az r; minimélis és 7, maxima-
lis sugarat adott energia esetén igy kapjuk:

m? 1 .2\’
1

Alkalmazzuk a Bohr-Sommerfeld kvantalast. A korabbiakban is hasznéalt
egységrendszerben p, = \/E — V.p¢(r)

1 T2 V2s 2 T2 1 2
<n+—>27T:2/ prdr:2/ \/E—%dﬂﬂ/ E——2(m*—|—T—
2 - - r V25 r 2

(3)
Ezen kifejezés csak akkor hasznalhato, ha az elektron mindkét tartomanyban
eléfordul. Ha a potencial a koron kiviil veszi fel a minimumat, akkor lehetsé-
ges, hogy az elektron csak a minimum koérnyezetében mozog és mindvégig
csak a kinti potencialt érzékeli. Az integralast minden esetben analitikusan

el tudjuk végezni. Integralasi valtozonak a y = \/%—t fogjuk hasznalni. A
benti tartomanyban ez a helyettesités mindig elvégezhetd, hisz itt V(r) szi-
goriian monoton fiiggvénye a sugarnak. Kiviil viszont a potencialnak lehet

egy minimuma, ilyenkor attol befelé illetve kifelé kiilénb6zé lesz a helyet-
tesités formuldja. A széls6 érték tehat egy relevins mennyiség lesz, érdemes

meghatarozni.
0 d |1 - 2\’ Ty m*?
—_ — | — m J— —_
dr | r? 2 4 73

702

5 |
A potencidl minimumat a kiils§ tartoméanyban keressiik, ezért a bal oldal
nagyobb, mint s. Ebbgl lathato, hogy a |m*| < s, 0 < m < 2s esetén
nem lesz megoldas, ergo a kiilsé tartomanyban is monoton az integrandus,
a potencialminimum a korre fog esni. Ezek a palyak tehat a pozitiv koriil-
jarast magneses perem allapotok palyai. Ellenkez§ esetben, ha m > 2s vagy
m < 0, akkor a potencialnak kiviil lesz minimuma. Ezekben az esetekben elG-
fordulhat, hogy a részecske a minimum koriil kis amplitidoval rezeg mindig
a koron kiviil marad. Ezek tehat a nagy pozitiv illetve a negativ impul-
zusmomentumi palyak, amikor a ciklotron sugar nagyobb a kor sugarénal.
Erre vonatkozo érdekes kérdés, hogy ilyenkor a szemiklasszikus kozelitésben
az antidot nélkiili Landau nivokat kell-e kapnunk. Erdekes tovabba, hogy a
negativ perdiiletd esetben mar rogtén a legkisebb perdiilet-abszolutértéknél
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is lehet olyan energiaérték, ahol a koron kiviili részben keriilgeti az elektron
az tres disket.

Mindezeknek megfelelGen hat esetet fogunk megkiilonboztetni. Ezeket a to-
vabbiakban részletesen is megvizsgaljuk.

1. koron kiviili mozgas, pozitiv koriiljaras m > 2s, ' < ”21—;

2. koron kiviili mozgés, negativ koriiljaras m < 0, £ < ’;‘—2

3. zérus impulzusmomentum, m = 0

4. mégneses peremallapotok 0 < m < 2s

5. nagy energiaju pozitiv impulzusmomentuma allapot m > 2s, £ > %2

“, e, . . ;2 2
6. nagy energiaju negativ impulzusmomentuma allapot m <0 E > -

2.2.1. Koron kiviili mozgéas, pozitiv koriiljaras

m>2s, B < 2= Ilyenkor a (3) integralas csak a masodik tagot tartalmazza.

Attérve a potenmalvaltozora Yy = ﬁ ’m* + §

az abszolutérték elhagyhato,

2m*
E

R Y S T "
B \/E((y—@/y—m) ha 7 < V2m*

A nagyobbik gyok az ugyanazon energidhoz tartozo nagyobb sugarnak felel
meg, a potencidl minimumatol nagyobb r esetén tehéat a helyettesitésben a
-+, kisebb r esetén a - elGjelet kell hasznalni. A (3) integralas masodik tagja
tehat

L2 .. ,
és 5 — VEyr+m* = 0. Az y minimuma éppen maximuma 1.

Qm*

/prdr— / —e - —L— |y
1 2m*

y2_ E

V-9 [ 1+ ———|d

E

:E/\;T myd _ZE( 22)

<

7r
4
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Az integralast a z = y/y? — 2% helyettesitéssel tudtuk elvégezni. Vissza

helyettesitve a Bohr-Sommerfeld kvantalas (3) formuldjaba azt kapjuk

2

E =2n+2m*+1, ahol E<ZL— és m* > s (5)
s

A kapott energiaszintek tehat a pozitiv impulzusmomentumhoz tartozd

0.8
0.6
0.4+

0.2

-0.24

-0.44

—0.6

-0.81

-1-

4. abra. A Schrodinger-egyenlet egzakt megoldésai, a pozitiv impulzusmo-
mentumid Landau szintekhez tartozo esetben. Itt s = 5 és m = 20 esetén
az els6 harom energiasajatallapotot abrazoltuk n szerint névekvd vastagsagi
vonaltipussal. A fiiggGleges szaggatott vonal R = v/2s tavolsagban a kor
hatarat jelzi. A gorbéken megjeloltiik a klasszikusan becsiilt megtalalasi
valoszintiség atlagat.

Landau nivok. A részecske energiaszintjei a hidnyzé fluxust érzékelik, de
egyébként a végtelen homogén térnek megfelelGen van kvantalva. A Schro-
dinger egyenlet egzakt megoldasaval valo egyezés az ottani szamitas toleran-
ciahataran beliil van! Megallapithatjuk, hogy ezen a tartoményon a WKB
kozelités jo kozelitése a kvantummechanikai problémanak. A klasszikus érte-
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lemben az elektron ilyenkor olyan korpélyén kering a magneses térben, ami-
nek kozéppontja nem feltétleniil az antidot kozéppontjaval esik egybe. A
sugarfiiggés ennek megfelelGen az atlagérték koriil oszcillil. A kvantum-
mechanikai megtalalasi valoszintség atlagat ezért a klasszikus analogiara
az energiaminimum koérnyékén varjuk. Ezt az egzakt megoldas ismereté-
ben szemléltethetjiik. A 4. abran s = 5 és m = 20-hoz tartozé elsé par
normalt hullamfiiggvényt abrazoltuk. Bejeloltiik a kor R = v/2s hatarvo-
nalat, ahol a fiiggvények Besselb6l Whittaker fiiggvénybe mennek at. A (4)
alapjan lathato, hogy a maximalis elérhet§ tavolsig VE + VE = 2m* =
V21 + 2m* + 14+sqrt2n + 1, a minimalis pedig vV E—VE — 2m* = /2n + 2m* + 1—
v2n + 1. Az dbra n = 0 esetéhez példaul szamszeriien a 4.57 és a 6.57 mi-
nimalis és maximalis sugarak tartoznak. Lathato, hogy ezen tartomanyon
kiviil a hullamfiiggvény valoban lecseng (alaguteffektus). Az eloszlas atlagat
a felez6pont koriil varjuk (5.57), ami lathatoan egy jo becslés. Az energia
novekedtével az n. kvantumnak n csomoépontja lesz, és a hullamfiiggvény
tartoja illetve varhato értéke novekszik, ahogy a klasszikus megfontoldsokbol
sejthetd.

2.2.2. Koron kiviili mozgas, negativ koriiljaras

2
m <0, B <3
Ilyenkor a (3) integralds ismét csak a masodik tagot tartalmazza, de a po-

2m*

tencialviltoz6 minimuma nem /=%, — hisz ez most nem is lenne értelmes —

hanem zérus. A helyettesitésben y = ﬁ ‘m* + g’, az abszolutértékre ezut-

tal figyelni kell, hisz a kifejezés a 0 érték elérése utan elGjelet valt. Ennek
2
megfelel6en: = &+ v Eyr +m* = 0.

VE(y+r-) ha > e o
T \/E<—y+\/y2—2%*> ha r < v2m*

Ezzel a (3) integral

0 y_E



Behelyettesitve az (3) formulaba a kovetkezst kapjuk

2

E =2n+1, ahol E<7;L— és m<0 (7)
s

Az ellenkezé iranyban nagy perdiilettel kerings részecskékre tehat modositas

0.8
0.6
0.47

0.2

14
0.2+

0.4

-0.6

-0.87

—1

5. abra. A Schrodinger-egyenlet egzakt megoldasai, ebben a negativ impul-
zusmomentumi Landau szinteknek megfelel§ esetben. s = 5 és m = —10
esetén az els6 harom energiasajatallapot. Ismét az n = 0 a legvékonyabb,
n = 2 a legvastagabb vonal. A fiiggdleges szaggatott vonal R = v/2s tavol-
sagban a kor hatarat jelzi. A gorbéken megjeloltiik a szamolt klasszikus
megtalalasi valosziniiség atlagat.

nélkiil visszakaptuk a negativ impulzusmomentumiu degenerélt Landau szin-
teket. A Schrodinger egyenlet egzakt numerikus megoldasa ebben a tar-
tomanyban a 107°-es hiban beliil az itt kapott érték. Az antidot tehat a
gyakorlatban nagy negativ impulzusmomentumra nem sziinteti meg a dege-
neraciot, ilyenkor az elektoronnak semmi tudomésa nincsen a beliilrél hidnyzo
fluxusrol! A megfelel§ kvantummechanikai allapotfiiggvények alapjan ismét
bemutatjuk a megtalalasi valosziniiség sugarfiiggését néhény tipikus esetben.

19



(Lasd az 5. &abrat) Az elvarasnak megfelelGen, — az alaguteffektustol elte-
kintve — a koron beliili tartomanyban minimalis a valoszintiség, az elektron
nem tudja hol van a kor hatara! A klasszikus sokasagatlag az el6z6 pontnak
megfelel6en — ami ezuttal /—2m* — ismét jol megtelel a kvantummechanikai
hullamfiiggvénybdl kaphato varhato értéknek.

2.2.3. Zérus impulzusmomentum, m = 0

6. abra. Az elektronnak klasszikusan elképzelt palyaja zérus impulzusmo-
mentumkvantumszam esetén. Az elektron megtalalasi valoszintisége az origo-
ban maximaélis, ami megfelel a kvantummechanikai hullamfiiggvénynek.

A (3) egyenlet belss integrilja egyszertien v2sE, kiviil a helyettesités

1smét
2s
r=+vFE (y—l—\/yQ—i——E)

Ezzel a fazistérfogat

/ pTdr—v2sE+E/ Vi—y?2 |1+ )dy
T y2+2§

E+2
:\/25E+E%+ —gsarctan

Az integralast az el6zé két pontban emlitett helyettesitéssel végeztiik el.
Kissé heurisztikus modon, a (3). Bohr-Sommerfeld kvantalas eredeti alakjat
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hasznéaljuk, hisz a potencialtol nem kell megkovetelni, hogy eltiinjon az origo-

ban?
1 V2sE E+2 I E
(n + 5) T = 28 + %E + —g i arctan %

Ezen transzcendens egyenlet E-re vett megoldasa adja az n. energia szin-
tet. 2s-hez képest nagy energia esetén az arctan tag telitésbe megy, ekkor

E=02n+1) <1 — %« /%11), az energiaszintek a degeneralt Landau szintek

ala szorulnak. A megtaldlasi valoszintiség maximuma a kvantummechanikai
allapotfiiggvény és a klasszikus kép alapjan egyarant a kor kozéppontjara
esik. Ezek alapjan felvetették [6], hogy ezek az allapotok megfeleltethetsk
az origon athalado periodikus klasszikus billiardgolyoként elképzelt elektron-
palydknak. Megjegyezziik, hogy a megtalalasi valoszintiség leirasat tekintve
ez nem teljesen konzisztens, hisz ez a klasszikus értelemben a kor belsejében
konstans. Az atlagértéknek az energia novelésével egyre kijjebb kell esni, az
elektronpéalya egyre jobban szétkenddik. Ezen utobbi a kvantummechanikai
eredménynek sem mond ellent. (Lasd a 7. abrat.)

2.2.4. Magneses peremallapotok 0 < m < 2s

Ebben az esetben a potencialnak a kor hataran van minimuma. A (3) egyen-
letben az integralhelyettesités a potencidlvaltozéra mindkét tartomanyban

elvégezhets. Belill r = \|/E| illetve kiviil r = VE <y + 4 /y? 2m*>

1
/prdr—\/_/ 11—y 1—9y? 1+—y
T1

|m| 2m*

ml y2 —

Az els6 integralt parcidlisan, a masodikat a korabbiakban haszndlt helyet-
tesitéssel végezhetjiik el. Végeredményben azt kapjuk, hogy

< 1) |m| E E—-2m E. i
n+—-|r=—4/———14+ —arccos

2 2 E i 2 E
L E —2m* E, i, — 2m*
——————arccos{/ ———
2 E —2m*

ahol csak a 0 < m < 2s feltételnek teljesiilni. A kifejezés csak £ > F,i = 72”—82

esetén ad valos értéket, ekkor lesz az energia nagyobb, mint a potencialmini-
mum, ami eztuttal a kor hatarara esik.

4 Az egzakt megoldasban is lattuk, hogy a belsé megoldas ebben az esetben a Jy Bessel
fliggvény, ami az origéban nem tiinik el.
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0.6

0.47

0.27

10 12 14

—0.27

-0.47

-0.6

—0.87

7. abra. A Schrodinger-egyenlet egzakt megoldasai, a zérus impulzusmomen-
tumi szinteknek megfelel6 esetben. s = 5 esetén az els6 harom energiasa-
jatallapotot abrazoltuk. A fiiggsleges szaggatott vonal R = v/2s tavolsagban
a kor hatarat jelzik. A szamolt klasszikus megtaldlasi valoszintiség atlaga az
origora esik.
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8. abra. Az elektron klasszikusan elképzelt palyaja 2s-nél kisebb pozitiv m
esetén. Az elektron a kor hatéara koriil oszcillal.

9. dbra. Nagyobb energidju magneses pereméllapotnak megfelel§ klasszi-
kus megfelels. Az elektron a kor hatara koriil oszcilladl, de most megtaldlasi
val6szintisége nagyobb teriileten oszlik el.
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0.8 A
0.6
0.4 /

0.2 /

—0.27

—0.47

—0.6

—0.87

—1

10. abra. A Schrédinger-egyenlet egzakt megoldasai, a magneses peremalla-
potoknak megfelel§ esetben. s =5 és m = 5 esetén az els6 harom energiasa-
jatallapotot abrazoltuk. A fiiggéleges szaggatott vonal R = v/2s tavolsagban
a kor hatarat jelzi. A klasszikus megtalalasi valoszintség atlaga a hatarra

esik.
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10 12 14

-0.81

11. abra. A Schrédinger-egyenlet egzakt megoldasai, a magneses peremalla-
potoknak megfelel§ esetben. s =5 és m = 8 esetén az elsG harom energiasa-
jatallapotot abrazoltuk. A klasszikus megtalalasi valosziniiség atlaga a hatar
kozelébe, attol kifelé esik.

Amint a bevezetGben emlitettiik magneses peremallapotok nem csak az
antikorre, hanem altalaban barmilyen magneses hatarfeliilelet esetén létre-
jonnek. A megtalalasi valosziniiséget az antidot hatéarologorbéje kozelébe
varjuk. A klasszikus megtalalasi valoszintiség maximuméanak nem kell pon-
tosan a hatarolokorre esnie, hisz a potencidl a két irdnyban aszimetrikus.
Nagy energian példaul azt varjuk, hogy a kor belsejében a meredek potencial-
fal miatt hamarabb visszaérjen az elektron, ergo a megtalalasi valosziniiség
egyre nagyobb energian egyre inkabb szétkenddik, az atlaga a kortol kifelé
egyre tavolabb kell essen. Ugyanigy az m impulzusmomentum novelésével
kicsit kifelé tolodik, csokkentésével a koron befelé huzodik a varhato érzék.
Mindezt az egzakt kvantummechanikai megoldasokon a 10. és 11 abrakon
szemléltetjiik.

25



2.2.5. Nagy energiiji, 2s-nél nagyobb pozitiv impulzusmomen-
tumau allapot

m225,E>”21—82:Emm
A valtozocsere a koron kiviili részre az amit a 2.2.1. esetben hasznaltunk, a
bels6 integralt a 2.2.4 részben elvégeztiik.

|m

| 2m*
2 25E — vV E
/ prdr:\/E/ Vi L Vi1 —2 |y
g ! VEy® b v — 2
' y
+F 1—y2 |1+ dy

2m* 2 2m*
3 y? — ==

Ugyanolyan integrélok elvégzésére van sziikség, mint az el6z6 esetekben. Rog-
ton csak a végeredményt kozoljiik:

<n+§>7rzg(E—2m*)+@ %—1+Tmarccos z
- arccos |/ —————
2 E —2m*

Ez a nagy energidju esetben a 2.2.1. megfelelGje. Az els6 tag megegyezik,
a tobbi jelenti az eltérést az effektiv impulzusmomentumhoz tartozé Landau-
nivoktol. Lathato, hogy E = E,,;, esetén ezek a tagok mind eltinnek, ennél
kisebb energidkra pedig nincsenek is értelmezve. A tényleges megoldas is-
mét csak numerikus tton kaphatdé meg. Az itt targyalt klasszikus képnek
megfelelGen a 2.2.1 képhez képest az eltérés latvanyos: a részecske sugarval-
tozdjanak varhato értéke a koron kiviilre esik, de a megtalalasi valoszintiség
nem elhanyagolhat6 az iires kor belsejében sem. (Lasd a 12. és a 4. abrékat.)

2.2.6. Nagy energiaja negativ impulzusmomentumaii allapot

2

A véltozocsere a koron kiviili részre a 2.2.2 kis energiaju résszel azonos,
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12. abra. A Schrodinger-egyenlet egzakt megoldasai, a pozitiv nagy impul-
zusmomentum esetén, nagy energian. s = 5 és m = 15 esetén az n = 5,6, 7
kvantumszamokkal jellemzett energiasajatallapotokat abrazoltuk. A fiiggéle-
ges szaggatott vonal R = v/2s tavolsagban a kor hatarat jelzik. A klasszikus
megtalalési valosziniiség atlaga a koron kiviili esik.
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13. abra. Az elektron klasszikusan elképzelt palydja negativ impulzusmo-
mentum esetén. A [6] cikkben felvetették, hogy az alacsony kvantumsza-
mokkal jellemzett sajatallapotoknak megfeleltethetGek ehhez hasonlé peri-

odikus klasszikus bilidrdpalyak. A megfeleltetés a megtalalési valosziniiség
maximuma vagy atlagértéke alapjan lehetséges.

az elsG integralt a 2.2.4. részbdl masolhatjuk.

/prdr—\/_/QSE\/i dy+ / \/7 TR dy

" Y=

2m*

v -5

1
+E/ Vi |1+ —L— |y
0

Az integralok elvégzésének modjat az olvaso az el6z6 részekben megtalalja,
itt csak az eredményt kozoljiik.

n — | T = — —_— — — — arccCoSs
2 2 > \VE... 2 V E

E—2m* Ein — 2m*
+ —_— I‘ _—
2 areeos E —2m*

A végeredményt a 2.2.2 eredményével érdemes Osszehasonlitani. Ott csak
a degeneralt Landau-nivoknak megfelel§ els§ tag volt jelen. Ezuttal a tobbi
energiafiiggs tag feloldja a degeneraciot, az abran lathato, ahogy az elektron
nem elhanyagolhat6 modon befolyik a kor teriiletére is. (Lasd a 14. és
az 5. abrakat.) Nem csoda tehat, hogy a homogén mégneses tértdl ilyen
mértékben eltéré eredményt kapunk. A kifejezést csak a £ > E,,;, esetben
szabad hasznalni. £ = E,,;, esetén a modosito tagok eltiinnek, ahogy annak
lennie kell.
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14. abra. A Schrédinger-egyenlet egzakt megoldasai, a negativ impulzusmo-
mentum esetén, nagy energian. s = 5 é m = —5 esetén az n = 5,6,7
kvantumszamokkal jellemzett energiasajatallapotokat abrazoltuk. A fiiggéle-
ges szaggatott vonal R = v/2s tavolsagban a kor hatarat jelzi. A klasszikus
megtalalasi valosziniliség atlaga a koron kiviilre esik.
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2.3. Osszefoglalas

m

15. abra. Az energiasajatértékek impulzusmomentumfiiggése s=>5 esetén. Az
egzakt kvantummechanikai megoldasbol kapott értékeket X-el, a szemiklass-
zikus formula kozelitGképlete altal kapott pontokat + -al jeloltiik. Lathato,
hogy még kis m és n esetén is nagyon jo a kozelités.

Megmutattuk, hogy a kvantummechanikai és a WKB modszer kozti egye-
zés az |m| > s tartoméanyban illetve az n > 1 energian szinte tokéletes.
A szemiklasszikus megoldéds szintén transzcendens egyenletre vezetett, ami
azonban csak —numerikus szempontbol megbizhatobb— arccos fliggvényeket
tartalmazott. Tovabba itt biztosak lehetiink, hogy nem hagyunk ki egyet-
len &llapotot sem a célba vett tartomanybol, hisz minden energiaszinthez
kiilon egyenlet adodott. A két targyalds kozti pontos egyezés szerint meg-
gy6z&dhettiink rola, hogy preciz matematikai analizis nélkiil is megbizhatunk
a klasszikus fizikai intuicionkban miszerint a nagy impulzusmomentumu alla-
potok csak a kortdl tavol lesznek relevansak. 6 féle allapotot kiilonboztettiink
meg. Az 0 > m vagy m > 2s esetben, az £ < m?/2s nagy impulzusmo-
mentumu allapotok az m*-nek megfelel6 Landau szintek voltak. Ebben az
impulzusmomentumtartomanyban a nagy energiaji nivok ugyan a Landau
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nivoktol eltértek, de a megtalalasi valoszintiség a /2m* koérnyékén volt je-
lentés Az m = 0 szint az origon athatalad6 periodikus palydkat jelentette,
aminek hullamfiiggvénye az origd6 kornyezetében maximélis. A 0 < m < 2s
allapotok a magneses peremallapotok, ahol a hullamfiiggvény a magneses
tartoméanyok hatara koriil jelentds.
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3. Az altalanos anti-amdéba

Most tekintsiik az 4ltalanos antidot esetét, amikor egy tetszéleges kétdimen-
zi6s korlatos csillagszeri tartomanyban zérus, azon kiviil B meréleges magne-
ses tér van jelen. Ebben a rendszerben keressiik a megengedett egyrészecskés
energiaszinteket. Harom lépésben jarunk el. ElGszor meg kell adnunk azt a
vektorpotencidlt, ami ezt a teret hozza létre, hisz a Schrodinger-egyenletben
csak ez szerepel. Ezutén olyan mértéktranszformaciokat alkalmazunk, amivel
a korre vonatkozo problématol csak egy gytirtiben tér el a vektorpotencial.
Ezek utan az antidot bazisaban megadjuk a Hamilton-operator kifejtését,
amely sajatértékprobléméjanak megoldasabol kaphatok az energiasajatér-
tékek.

Ebben a részben felirjuk a vektorpotencialt és a mértéktranszforméacio-
kat. Elemi uton, behelyettesitéssel gy6zdiink meg rola, hogy a definialt
transzformacio tényleg a megfelel6 eredményhez vezet. A pontos levezetést a
dolgozat végén levé Appendixben adjuk meg. Ehhez a differencialis formak
hasznalatara lesz szilikség, amit a lényegre koncentralva itt elkeriiliink.

3.1. A vektorpotencial

Legyen a mégneses teret nem tartalmazo tartomany hatara polarkoordinatéak-
ban paraméterezve R(¢). Ha az iires tartomany korlap, akkor a korszimme-
tridnak megfelels A(r, ¢) = C(r)e, szimmetrikus mértékben szokas keresni
a vektorpotencialt. Azt talaljuk, hogy az éltaldnos esetben

_ Br’—R(¢)’

A(r,0) = 5 00— R(9))e, )

vektorpotencial rotacioja
rot(A(r, ¢)) = BO(r — R(¢))

a kivant magneses teret adja. A képletben |é,| = 1 normalt bazisvektor, 6(x)
a Heaviside egységugrasfiiggvény.

A vektorpotencidl levezetése elemi modon lehetséges ha a potencidlt a
szimmetrikus mértékben keressiik, amelyben a sugarirdnyd komponens tehat
eltiinik. A magneses mezGt integraljuk egy infinitezimalis nyilasszogi korcik-
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kre, majd alkalmazzuk a Stokes-tételt
/B(r’,qﬁ’)dF = ?{A(r',cb')ds
r  pro+dd ¢+dop
/ / BO(r" — R(¢"))r'd¢'dr’ = / Ayrde
0 Jo¢ ¢

r? — R(¢)*

S0 — R(6))do = Agrdg

A korintegralasnal kihasznaltuk, hogy a sugariranyu részek iveleme meréleges
a vektorpotencialra, igy a skalarszorzat zérus. Tehéat
2 2
r"—R
L )
2r
Lathato, hogy a 2. pontban az antikorre kapott kifejezésre nagyon hasonlo
eredmény adodott. Az eltérés csak az, hogy most R(¢) tetsz6leges folytonos
periodikus fiiggvény lehet.

3.2. Meértéktranszformacio

A vektorpotencial (8) alakjahoz most megprobalunk hozzaadni egy grad(x)
gradienst gy, hogy azzal a kiils§ tartomanyban kikiiszoboljiik a szogfiiggést!
Ezenfeliil még azt is szeretnénk, ha ezédltal a szimmetrikus mértékben ma-
radnank. Az Appendix B-ben szemléletes lesz, hogy miért is oldhaté ez meg
ebben az esetben. Az el6z6 pontban kapott vektorpotencialt ezentul jeloljiik
Ap-lal. A mértéktranszformacié generatorat keressiik a kovetkezd alakban:

¢
(@)= 5 [ R4S~ Rt
0

Az Ry konstans paraméter, amit ugy valasztunk meg, hogy a transzformacios
fiiggvény folytonos legyen a ¢ = 0, ¢ = 27 hataron.
2

x@r) = x(0) = B [ 5 [ R - x| =0
0
Azt kaptuk, hogy RZm-nek az améba teriiletével kell megegyezni. Képezziik
a gradienst
ey _ BR(¢)* — Rf.

v € D@ — iy
Vx(¢) = 0rxe, + 0sX . 5 . €,
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Ezzel

E ROe h >R
,_ _ ¢ ha 1= R(9)
2 r ¢ a 1< (¢)

A belst tartomanyon az origoban 7! szerint szingularissa valt a vektorpoten-
cidl. Ez rendkiviil kellemtlen, hisz a Hamiltoni a vektropotecidlnégyzetet is
tartalmazza. A métrixelemek elkészitéséhez ezt a sikra kell integralni, amit
csak az origbban zérus fiiggvénnyel szorozva lehetne egyaltalan megtenni.
A masodik lépésben ezt a szingularitést tiintetjiik el. Olyan mértéktran-
szformacios fliggvényt valasztunk, ami a kiils6 tartomanyban nem béntja a
szogfiiggetlen megoldést

0 ha r > R,z
7](717 (b) = _X(¢)9(Rmaxa Rmina T) ha Rmzn S r S Rmax

ahol R, az améba beliilirt korének, R4, a koriilirt korének sugara®. g(a, b, r)
olyan x-ben folytonosan differencidlhato fiiggvény, ami rogzitett a és b esetén
x = a-ra 0, x = b-ra 1 értéket vesz fel, a derivalt pedig ezekben a pontokban
elttinik. Ezzel n(r, ¢) és dn(r, ¢) folytonos fiiggvény®. Ennek egy lehetséges
konkrét explicit alakjat az Appendix B fejezetben kozoljiik.

B(r* — R3)/2r ey ha 1> Ry
B(r® — Rj)/2r ey — V[xg] ha R(¢) <7 < Rpag

A=At V= (1-9)Vx—xVg ha Ry <r < R(¢)
0 ha r < R,un
B(r* — R3)/2r ey ha 7> Ry
_}) B(r*—R§)/2r es = Vx(¢)g(r)] ha R(¢) <1 < Rpar ()
Vix(¢)h(r)] ha  Rpin <7 < R(9)
0 ha < R,n

ahol h(r) =1 — g(Rmaz, Rimin,7) = 9(Rmin, Rmaz, ) jelolést hasznaltuk. Az
explicit alakhoz be lehet helyettesiteni a x(¢) és g(r) fiiggvények konkrét
alakjat, amivel a vektorpotencidl r és ¢ valtozokon kiviil explicit csak az
R(¢) fiiggvénytdl fog fiiggeni. Lathato, hogy az antidot vektorpotencial a
koriilirt koron kiviil ill. a beliilirt koron beliil pontosan az antikér vektor-
potencialjaba megy at. A kapott megoldast a formak nyelvén az Appendix

SVagy masképpen: Rin = min(R(¢)), Ryar = max(R(¢))

6Talalhato olyan g fiiggvény is amivel n(r, ¢) végtelenszer differencidlhato, és mindegyik
derivaltja 0-va valik a hataron, de a szdmitashoz nem sziikséges ennyire sima vektorpoten-
cialt gyartani.
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B-ben részletesebben értelmezziik. A kiilénbo6z6 tartomanyokra vonatkozo
vektorpotencidlfiiggvényeket romai indexekkel jeloljik: A;, Arr, Arrr és Apy
ahol pl. A; = 0 a legbels6 tartomanyhoz tartozé alak. (Lasd 16. abra.) A
gytirtn beliili tartomanyban a beliilirt kortsl tavolodva nullvektorbol indulva
novekszik az abszolutértéke és iranyanak -a koriilirt kor felé kozeledve- egyre
kisebb a sugériranyu komponense.

3.3. Kvantalas

Az egy elektron Hamiltoni magneses térben

H=_— ! —(p+eA)P = ! ( >+ 2eAp + e[p, A] + 2 A?)

2M 2M
R _,  2ie , et

Esetiinkben a négy tartomanyon kiilonb6z8 vektorpotencial van jelen, ennek
megfelelen a Hamilton fiiggvény négy részre bonthato.

H = k<R Hr + F{Rpin<r< ROV IT + K{R($)<r< Rmaz} HIIT + K{r> Rinae Y H IV

ahol Hj rész a beliil irt kérén, a Hj; ezen kiviil de az antidot belsejében,
a Hjrr az antidoton kiviil de még a koriil irt kor belsejében és végiil Hyy a
koriilirt koron kiviili tartomanyban relevans. (Lasd a 16. abrat)

Az A, mértékben levs sajatfiiggvény 9 alakjara vonatkozé Schrodinger-
egyenlet megoldast az I és a IV tartomanyban ismerjiik ((2) egyenlet), hisz
ez épp az antikor kiilsg és belsd részére vonatkozo egyenlet.

Yi(r,)em = 1 JM<\/E7")€im¢
wIV(T, ¢>E,m = C2WE,m(T)€im¢

ahol W (r) = e"a7rIm 1y (w 1+ |m*|, §> a Kummer U fiigg-

vényt hasznalo alak rovid jelolése, az un. Whittaker fiiggvény J,,(.) az m.
Bessel fiiggvény. Az m* = m — s az effektiv impulzusmomentum, ahol s
a korabbiakban hasznalt az (1) hidnyz6 fluxus, az antiamdbat jellemzd pa-
raméter. A folytonossag miatt m egész. Az els§ tartomanyban, a beliilirt
kor belsejében a sugarfiiggés Bessel-fiiggvény. A gyiirtin beliili tartomanyon
(IT és TII) a megoldas fiigg R(¢)-t6l, altalanos alakban nem adhatd meg. A
negyedik tartomanyon —az R, sugari koron kiviili térrészben— a Hamila-
toni az antikor magneses tartoményara lett visszavezetve, aminek sugarfiig-
gését a Wy, (1) Whittaker fiiggvény jellemezte. Mindazonéltal az energia-
sajatértékek természetesen altalaban nem esnek egybe az antikor lehetséges
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16. abra. A mégneses antidot probléma

Kiilon kezeljiik a négy tartomanyt: a beliilirt korén beliilit, azon kiviil de az
amdéban beliil, az améban kiviil de a koriilirt koron beliil, a koriilirt kérén
kiviil

értékeivel, ezért a gyakorlatban ezen tartoméanyokban sem varhatunk az s
paraméteri antikorrével azonos hullamfiiggvényt.

A sajatértékek lehetséges értékeit az antikdrnél a tartomanyok Osszeillesz-
thetdségének feltételébsl kaptuk. Ehhez most a ¢;p ,, megoldas H;r majd
Hyyp szerinti folytatdsa” az amdba hataran a Yrvgm ertéket kell adja, és a
derivaltra is hasonlo feltételt kell megkovetelni. Az antidot probléméanal a
[I-es és I11-as tartomany hidnyzik, itt a beliil- és koriilirt kor maga az amdba.
Ezen problémat az I-es és I1I-as megoldasok illesztésével rogton meg lehetett
oldani (lasd 2.1.), az ezt teljesité E, sajatértékek ebbdl ismertek voltak. A
kor alaka hatarvonal perturbalasara azt varjuk, hogy ezen sajatértékek foly-
tonosan fognak valtozni. Mivel az I-es és IV-es tartomanyban a sajatfiigg-
vények alakilag nem valtoznak meg, a korre vonatkozé megoldasbol kiindulo
iteracioval megkaphatoak a perturbalt esetre vonatkozo sajatértékek.

A masik lehetGség — a gyakorlatban ebben az esetben egyszertibben ki-
vitelezhet6 — métrixformalizmus. Az energiabazisban a Hamilton operator
diagonalis, kovetkezésképpen tetszbleges teljes ortonorméalt rendszerben Kkis-
zamolva a Hamilton-méatrixot, majd ezt diagonalizalva megkapjuk ebben a

A Hamilton operatorok ismeretében a hullamfiiggvény a Schrédinger parcilis dif-
ferencidlegyenlet numerikus megoldaséval tovabbfejleszthetd egy zart gorbén megadott
értékebdl kiindulva.
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fiiggvényrendszerben a sajatfiiggvények kifejtését. Ennek a hatuliitGje az,
hogy ezen matrix altalaban végtelen. Olyan bazist kell valasztani, amely-
ben a sajatfiiggvények kifejtése hamar konvergal. Szemiklasszikus érveléssel
a 2.2. pontban megmutattuk, hogy a nem tdl nagy impulzusmomentumi
palyék az orig6 kis kornyezetébe vannak zarva a magneses tér altal, ergo a
kozeli tartoméanyok integraljarulékai lesznek dontGek. A legkézenfekvébb ba-
zisfiiggvényrendszer a megegyez teriiletd antikor sajatfiiggvényrendszere. A
tetszGleges alakt antidot Hamilton fliggvénye eleve csak a beliil- és a koriilirt
kore kozti gytriben tér el egyatalan az antikor Hy-jatol. A korébbi jelolé-
sekkel:

Hy = kpp<royHr + K> royHrv
H = Kgreppind Hi + E{Rpin<r<R@)H T + K{R($)<r< Rimas } 11T + K> Rinae HIv

ahol kx az X halmaz karakterisztikus fiiggvénye, ami H belsejében 1, azon
kiviil a 0 értéket adja. H-t a Hy perturbacidjaképpen allitjuk els:

AH = H — Hy = K{R,,.,<r<min[Ro,R(s)]} H1r — Hr) + K{ry<r<r(e)y(Hir — Hyy)
+ K{r(¢)y<r<ro} Hirr — Hr) + K{max[Ro,R(¢)]<r< Rmas} (H11r — Hrv)
= K{Rpin<r<R(¢)} Hir — Hr) + K{r(¢)<r<Rmaeo} (Hr1r — Hr)
- ff{Ro<r<Rmaz}(HIV - HI)

Az atalakitédsok egyszertd halmazelméleti azonossagok felhasznalésaval tor-
tént. A Hamilton operator kiilonb6z6 tartoméanyokra jellemzd alakjainak
kiilonbsége szerepel. Konkrétan példaul az elsé ilyen

R [ 2ie e . e?
H[[ — H] = —m (f(AII - A])v + %dZU(A[] - A[) — ?(Ail — A%))

A t6bbi kiilonbség ugyanilyen alaki, a megfelel romai index behelyettesitésé-
vel kaphato. A vektorpotencidlok konkrét alakjaval ezeket explicit is kisza-
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molhatjuk.

h* (2iedh 226 h dX

2 h—(iﬁ:fﬂ%f]}

e e’
Alh
+ [hx] —

h? (2iedg 2ie [ _r? — R2 dx | o
Hy—Hy = ———12¢% 5 1 211 0 2
= 2M{hdxa+h[ > gdgzﬁ}ﬂ
ie e |1 r? — R? dx\’ dg\”
Ay =S |2 (B X 2 (%9
p Al = 7“2( 2 gd¢) X <dr>

R | 2e r?— 62 r? — R? 2
Hiy = Hr==5)1 [73 03 (575

A korabbiak szerint az antikor sajatfiiggvényrendszerét valasztjuk bézis-
nak. A sziikséges matrixelemeket szétbontjuk a Hy és a AH Osszegére. Hy
az azonos teriilet antikér Hamiltonija.

(il H|j) = (ilHolj) + (i[AH]j) =

27 R(¢) 27 Rmax
=F. 61] —|—/ / gOZ H[[ — Hﬂ(p]drdqﬁ —|—/ / QOZ H[[[ — Hl]wjdrdcﬁ
0 len
27 Rmax
+/ / @i [Hry — Hilp;drdg (10)
0 Ro

A bazisfiiggvények a 2.1. fejezetben egzaktul meg lettek hatarozva. Egy
i) allapotot valojaban két mennyiséggel, az m impulzusmomentummal és a
n-el indexelt energiasajatértékkel lehet megadni®. A bazisfiiggvényrendszert
roviden ¢, ., = ¢p,, modon jeloljiik. A két index a polarvaltozok szerint
szeparalt két dimenzios tér bazisat fixalja. Barmelyik rogzitett m esetén
©nm, 1 € N kifesziti a sugarirdnyu alteret, rogzitett n és m € N esetén a
szogfiiggésnek megfelels alteret kapjuk. Ez utobbinak megfelels Hilbert tér

8Az energiasajatérték jellemzésére n-re és m-re is sziikség van, hisz altaldban nincs
degeneracio.
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kompakt, az U(1) csoport reprezentacioja. Az asszimetrikus feladat tehat
a Hamilton fiiggvényében sérti a szimmetriat, de a kifejtésben szimmetrikus
bézist hasznalunk.

A megadott Hamiltoni hatasat analitikusan meg lehet kapni, hisz ez a
megadott fliggvények szorzasan kiviil csak ¢ és r derivalast tartalmaz. Egy
adott ¢, ,, antikor hullamfiiggvényre a ¢ derivilas egyszertien im-mel val6
szorzas, az r derivalast a 2.1.3. pontban mar vizsgaltuk.

Az els6 integralt példaul a kovetkezs modon végezziik®

21 R(¢) 27 min(Ro,R(¢))
/ (p;,m[HII - H[](pn/7m/d’l“d¢ = / / ‘P;,m[HH - H[](pn’,m’drqu
2w R(¢)
+ [ 0RO = Ra) [ il — Hilwdrdd
0 Ro

Ebben az alakban rogton behelyettesithetjiik a (2) Bessel ill. Whittaker
fliggvényt hasznald bazisfiiggvényeket, hisz ezek éppen az r < Ry és r > Ry
tartoméanyokra vonatkoznak.

27 min(Ro,R(¢))

/ / An,mAn/,m’ Jm( \V En,mr) {_ZZ%X V En/,m' J;m( V En',m'r)

0 Rmin

h dy , h2 (dx\® ., [dh\’
2__ r_ A J— — B / E ! !
+ 712 d¢m 1 (hX) + 7"2 (d¢) + X d’f’ Jm (\/ n',m T) d?“de
o min(Ro,R(¢)) m
+ /0(R(¢) — Ro) / By Bty W (1) {—Zi%Xfqu;/’m,(r?ﬂ)
0 Rmin

hdy , h? (dy\? dn\?
- l2ﬁd—¢m —iA(hX) + 5 (ﬁ) +x° <%> ] Wn/,m/(r2/2)} drdg

A x = x(¢), g = g(r) és h = h(r) fiiggvények konkrét alakja az el6z6
alfejezetben szerepelt.

A (10) matrixelemek szamitaséhoz sziikséges masodik integralt hason-
loképpen meg lehet adni. Elgszor felbontjuk a Besseles és Whittakeres tar-

YAz egyszertiség kedvéért innen ismét a 2. fejezetben definialt hossz és energiaegysé-
gekben dolgozunk. Ekkor nem jelenik meg explicit a h, e és M értéke, csak az s = R3/2
dimenziétlan hianyzo6 fluxus.
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toméanyokra az integralt

Rmaz Rmaz

/d¢/dr_/d¢0Rg— /dr+/dq§ / dr

R(¢) max(Ro,R(¢))

Behelyette51tve explicite

2 Ro
/d(be(RO - R(¢)) / dTAn,mAn’,m’Jm(\/ Emmr { 2Z_X V n ,m/ Jl’ \/ n m’T)
0 R(¢)
r? dx\ 2m’ 1 [r? dx\’ dg\”
LY —iA e At 2 (99 | g
+ (2 S gd¢) ,,,.2 ? (gX)_I_,’,,Z (2 § gd¢> +X (dr)
27 Rmazx

d
+/d¢ / danymBn/,m/Wn,m(r2/2) {—Qid—iern/,m,(rzﬂ)

0 max(Ro,R(¢))

r? dyx\ 2m’ 1 [r? 5% 2 5 (dg 2
- - I ) - - — — — Wn/ m/
(2 ’ gd¢> A0 <2 ’ gd¢> X (dr) ’

A Jp ill. W fiiggvény ki nem irt argumentuma /By v ill. 72/2
Es végiil a (10) matrixelemek szamitasahoz sziikséges harmadik integral

+

27 Rmax

/ / Boy Bt Wi () Wi (1) KH - %) m' + (g = ;> } drdé

0 Ro

A fentiekben a matrixelemek szamitasahoz sziikséges harom integralt si-
keriilt felirni. Osszesen 5 integral dsszegeként lehetett kifejezni, amelyek mind
az Ry <1 < R gylrid egy részhalmazara vonatkoztak. A 2.3. részben
megmutattuk, hogy a nagy m vagy n -hez tartozé hullamfiiggvények nagy-
részt az Ry sugarnal sokkal nagyobb tavolsdgban lesznek nullatol lényegesen
kiillonbozsek. (A nagyenergias allapotok szétkenGdnek, a nagy perdiiletii tar-
toja kifelé tolodik.) A gytiriire vonatkozé integralok tehat csak a kis n és m
esetén lesznek relevansak. A diagonalizaland6é matrix nagy indexii kompo-
nensei elhanyagolhatoak lesznek F;0; ; mellett. Ezen véges altértdl eltekintve
tehat az eredetivel kozel azonos, gyakorlatilag diagondlis Hamiltonméatrixot
kapunk. Az 7. nagy energiaji vagy impulzusmomentumi sajatérték a meg-
felels E; antikor-energia lesz, és a sajatfiiggvény is a hozzarendelt antikort?
1. sajatfiiggvényével lesz azonos.

10A targyalt girbe-gurba améba alakt antidotbdl hidnyzé fluxus s, akkor a hozzarendelt
antikor olyan, hogy azonos fluxus hidnyzik belSle. Méasképpen fogalmazva a mégneses
tértsl mentes améba teriilete egyenls a kor teriiletével.
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4. Osszegzés, tovabbi tervek

A dolgozatban megadtuk az antikor probléma egzakt és szemiklasszikus me-
goldasat és az altalanos antidot esetére vonatkozo altalanositast. A hullam-
fiiggvény beliil a Bessel fiiggvény, kiviil a Whittaker fliggvény volt. A WKB
megoldas energiaértékei a legkisebb kvantumszamu Aallapotoktdl eltekintve
tokéletesen kozelitették a tényleges energiaértékeket. A szemiklasszikus tar-
gyaléssal megadtuk a hullamfiiggvény maximuménak kozelitGértékét. Osz-
talyoztuk a lehetséges palyakat. A fazistér 6 tartomanyra esett szét. A nagy
impulzusmomentum abszolutértéki allapotok (|m| > V2sE és |m — s| > s)a
kort elkeriil6, pozitiv és negativ impulzusmomentumii Landau szinteknek
megfelel§ effektiv impulzusmomentumu sajatfiiggvények. A 0 < m < 2s
allapotok (azaz |m — s| < s)a magneses peremallapotok voltak, amik a kor
hataran talalhato inhomogenitas kovetkezményei. Az m = 0-s allapotok a
kor kozéppontjan athaladd klasszikus palyaknak feleltek meg. Végiil meg-
kiilonboztettiik a nagy energiaju pozitiv és negativ impulzusmomentumu &l-
lapotokat, amelyek a térben olyan szétteriilt allapotok, amelyek mind a sze-
miklasszikus viselkedés, mind az egzakt hullamfiiggvény alapjan atlagosan a
koron kiviil, de a kor belsejében sem elhanyagolhaté modon megtalédlhatok.

Tovabba megnéztiik a tetszbleges alaktl antidot esetét. Az azonos s flu-
xusparamétert korre vonatkozd bazisban megadtuk a Hamilton-matrixot.
Nagy indexekre a diagondlis elemek tilstlya révén megmutattuk, hogy a
nagy impulzusmomentumu sajatallapotok azonosak a hozzarendelt antikor
sajatallapotaival.

A magneses gyiirii vizsgalatanal az ottani eset alapjan megfogalmaztak
|16] a sejtést, hogy az energiaspektrum kritikusan fiigg a hidnyzo fluxus kvan-
tum szamértékét és sokkal kevésbé a mezd geometridjatol. Az itt kozolt
megoldasbol tisztan lathato ennek oka: a kifejtés gyorsan konvergald béazisa
kizarolag s-t6l fiigg. A térrész geometriajatol — ahol a mangeses tér eltér a B
értéktsl— a képletekben a beliil- és koriilirt kor R, és R sugara a lénye-
ges, ami meghatarozza a perturbécio integraldsi tartomanyat, illetve x(¢)-n
keresztiil az integrandus fiigg az R(¢) explicit alakjatol. Egy recés hataru s,
Ryin és Roq: paramétert antidot fizikai jellemz6i csak harmadik korrekcio-
ban térnek el az azonos paraméterii lekerekitett antidottol. Az alkalmazéasok
szempontjabol tehat fontos az antiellipszis vizsgalata, amit a kozeljévében
szeretnénk elvégezni.

Az antidot sajatértékprobléméjanak megoldésa a 2DEG rendszerekre mér-
het§ kovetkezményekkel is jar. Az F, sajatértékek elGallitasa utan lehetéség

2 , 1 1es . s . ,
van a y = —% magneses szuszceptibilitas és a M = —2E magnesezettség

OB
elméleti uton torténd kiszamitasara. A kisérletben az antidot koriil jelenlévé
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méagneses teret valtoztatva ezen fizikai mennyiségek direkt médon mérhetdk,
a dolgozatban ko6zolt szamitédsnak tehat fontos kisérleti relevanciaja van.

5. Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt témavezetémnek, Cserti Jozsefnek szeretném megkoszonni a
feléves egyiittmiikddésiink soran tanusitott kitarto és lelkes segitségét. Kos-
zonom Polindk Péter segitségét a Kummer fiiggvények programozasaval kap-
csolatban. Halas vagyok Gaspar Merse El6dnek a klasszikus elektronpalya-
kat bemutatd abrak elkészitéséért. Végiil koszonom Pollner Péternek, hogy
feliigyelte a Komplex Rendszerek Fizikdja Tanszék szamitogépes rendszer
hatékony miikodését és hasznalatat lehetévé tette szamomra.
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6. Appendix A: vektorpotencial

Ebben a részben bemutatjuk a vektorpotencial levezetésének altalanos mod-
jat. Itt magasabb szinti matematikat hasznalunk: a differencialis formékkal
valo leirast. Ezen a nyelven szemléletes a gorbiilt terekben realizalt elek-
tromagneses elmélet. (Lasd pl. [19].) A dolgozatban targyalt probléma
ugyan stk 2DEG rendszerre lett kitiizve, mégis az attekinthets targyalas az
antiamd&ba altal el6irt gorbevonald koordinazéas hasznalataval lehetséges.

A kor esetében a forgasszimmetria miatt kézenfekvs volt a szimmetrikus
mértéket hasznalni, ahol a vektorpotencial az €, tangencialis irdnyba mu-
tatott. Arra gyanakodhatunk, hogy az altaldnos esetben is az amdéba alaku
antidot gorbevonald koordinatazashoz illeszkedd mgtékben lesz egyszerd a
vektorpotencial. Legyen az amdba hatarvonala az f () ivhosszparaméte-
rezéssel megadva. Az amdéba csillagszertd, tehat kell legyen egy csillagkoz-
pontnak hivott O belss pontja, "amibél nézve konvex"'2. Ezekutdn megad-
hatjuk a sik amébaparaméterezését, ahol az O kozéppontia koordinatarends-
zerben T = 57()\). ¢ az Aaltalanositott sugarvaltozo, ami megadja, hogy
hényszorosara kell nagyitani az amébat, hogy a meghatarozott pontot tar-
talmazza, és A az altalanositott sz0g, ami megadja, hogy a felnagyitott améba
melyik pontjarol is van sz6'?. Ezzel definialtuk a kiils6 derivalassal kaphato
d\ és a d§ elsérendii formakat. Ezeket a szintfeliiletekkel lehet szemléltetni.
A d¢ a & = const vagyis az origd kozéppontbol felnagyitott amdébak serege.
A dM-hoz a A = const sugéarirdnyt vonalak serege tartozik, amelyek az iv-
hosszparaméterezésnek megfelels stirtiséggel jonnek.' B(£,\) = BO(£ — 1),
ahol 6(z) a Heaviside egységugrasfiiggvény.

A korre vonatkozo megoldast ebben a geometriaban egy-az-egyben re-
produkalhatjuk, hogy megkapjuk az altalanos antidot teret létrehoz6 vek-
torpotencialt. A vektorpotencial elsérendd forma (kovaridns vektor) kétféle
felirisa A = A,dz + A,dy = Aedé + AydN." A sikra merdleges magne-

1Ebben a részben a vektorokat nyillal, a formakat vastagon szedett bettikkel jeldljiik.
A vektor komponenseit felsd, a forméak komponenseit alsé indexszel jel6ljiik. A normalt
bézisban a vektorkomponens f6lé kalapot rakunk.

12z belsé pont O-val egy olyan szakaszt hataroz meg, ami teljes egészében az amébaban
kell legyen

13Az (r,$) polarkoordindtakhoz tartozé (&, ), olyan, hogy & = T/\I_%((b)\ és N =
f ’1(§(¢>)), ahol az améba hatara polarkoordinatakban (|}_>2(¢)|, @), illetve az 1j rendszer-
ben (1, )

14 Az amé6ba tgy metszi a sugariranyt gorbesereget, hogy a metszéspontok kozotti iv-
hossz allandé.

15A formék linearis teret alkotnak, amelyen értelmezve van az antiszimmetrikus ten-
zorszorzas, a kiilsg differencialés és a dualitasmivelet. A dualis forma az antiszimmetrikus
egységtenzor képe, w* = ew. Két dimenziéban ez a tenzor kétindexes. A O-forma egy
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ses tér skalarmennyiség (azaz O-forma) B = dA*, a vektorpotencial kiilsg
derivaltjanak (egy 2-forma) duélisa|19]. Tehat

dA = B(l‘, y)d:c A dy = (agA)\ - 8AA§) d§ A dA

gg’f\’) Jacobi deter-
minansa. Konnyen belathato, hogy az am(’ibéhoz illeszkedd ( , ) koordmata—
kra valo attérés Jacobi méatrixa J(£,\) = =&VE(N) F)?2/4 ahol
FO) = | F (V. Ezzel pedig dz A dy = J(g, >\)d§ A dA.

A vektorpotenciél levezetése ezen a nyelven a korre alkalmazott eljarassal
azonos, az antiamdéba alakja csak a koordinatazasban tesz kiilonbséget. Inte-
graljuk a vektorpotencialt a -szeresre felnagyitott amébaral® és hasznaljuk

a Gauss-Stokes tételt
/ dA = A

/ /Beg — 1)J(&, N )dedN = dHAAd)\

Tovabba a koordinatarendszerek kozti atvaltas J(&, \) =

Be(g—l)§ 2_1/0 ()\)d/\_/o AxdA

ahol a bal oldalon behelyettesitettiik a Jacobi fliggvény alakjat és a £ szerinti
integralast elvégeztiik. Ebbdl az alakbol szépen latszik, hogy a vektorpoten-
cidlra jo valasztas

2 _
A= BOE -~ D)

Az A¢ komponens tetsz6legesen valaszthatd, ami a mértékszabadsagnak felel
meg. Visszatranszformélva polarkoordinédkra, eltiinik a j(\) tag

E L jnan = Bor - Rie)—— 2O

A=DBoE—1) do  (11)

Az A forméanak ezen mértékben tehat kizarolag ¢ komponense van, tehat a
szimmetrikus mértéket kaptuk vissza! A kovaridns A, komponens a korén

skalar, bazisa az 1. 1-format (egyindexes mennyiség) a 0-forma kiils§ derivaltjabol kapha-
tunk, pl. dz és dy az x és y skalarfiiggvénybdl kapott szokasos bazis 1-formék. 2-forma
kétindexes, bazisa példaul a dx A dy. Hasznos azonossag ddf = 0 tetszdleges f formara.

6 =P N)|&el0...¢,N €]0...L[},ahol P a (£, \) paramétertérbdl a sokasagra
képz§ paraméterezés fiiggvény
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kiviil egyszerii kvadratikus sugérfiiggést mutat. A kontravarians A? = A,/r?,
vagy normalt bazisban

- A r? — 2
A=, BT MO g0 pigpe, (12)

Véleményem szerint a formakkal tortént szamitas is nagyon szemléletes.
Lathato, hogy az amébahoz igazitott gorbevonala koordinatazasban a vektor-
potencidlra — pontosan a 2. pontban kapott moédon,— csak az amdébairanyu
komponensre kellett kiréni barmilyen feltételt. Tovabba a forméak nyelvén
borzaszt6 egyszeri példaul a rotaciod elvégzése

0, A

r

dA = d(Asdd) = 8, Aydr A dp = ——dx A dy = Bdx A dy

Az utolso egyenlGség definicio szerint kell, hogy teljesiiljon. A (11) egyenlet-
b6l behelyettesitve a kovarians komponensre vonatkozo eredményt, valoban
az antidot méagneses terét kapjuk.
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7. Appendix B: Mértéktranszformacio

A 3.2. fejezetben elvégzett mértéktranszformacioval egyszeriibb alakra hoz-
tuk a vektorpotencialt. Itt megismételjiik a szamitast a formak egyszeriibb
algebrdjaval, ami egyuttal megvilagitja az eljaras lényegét.

A vektorpotencial (11) alakjahoz most megprobalunk hozzéadni egy dy
gradienst gy, hogy azzal a kiils§ tartomanyban kikiiszoboljiik a szogfiiggést!
Ezenfeliil még azt is szeretnénk, ha ezéltal a d¢ szimmetrikus mértékben
maradnank, tehat a vektorpotencial egy sugérfiiggetlen skalér kiils6 derivalt-
jaként kell elGalljon. Ez ebben az esetben megoldhato, hisz a vektorpotencial
valoban csak BR(¢)d¢/2-n keresztiil fiigg a szogtdl, tehat nincsenek mind
r-et és ¢-t tartalmazé vegyes tagok. A sziikséges mértéktranszformécio tehat
csak a kovetkezd alaku lehet

dx — B
X 2

(13)
Ezzel tetszbleges Ry szogfiiggetlen konstans esetén kiejtjiik a (11) egyenletben
szerepld szogfiiggést a kiils6 tartomanyban. Integralva

¢
) =5 [ Ry - BR (19
0

A folytonossagbol a 3.2. pontban belattuk, hogy R2m-nek az amdba terii-
letével kell megegyezni. Ezzel

B(r? — R2)d¢/2  ha r > R(¢)
A1 = AQ + dX =
B(R(¢)* — R3)d¢/2 ha r < R(¢)

A normalt béazisban A? = A,/r. A bels6 tartoméanyon az origoban elsérendi
polust kaptunk, a masodik lépésben ezt kell megsziintetni.

Olyan mértéktranszformécios fiiggvényt valasztunk, ami a kiils6 tartomany-
ban nem bantja a szogfiiggetlen megoldast

0 ha 7> R
77(7’7 ¢) = _X(¢)Q(Rmaxa Rmin7 T) ha Rmm S r S Rmax

ahol R,,;, az améba beliilirt korének, R,,., a koriilirt korének sugara. g(a,b, x)
a 3.2 fejezetben is definialt fiiggvény, olyan x-ben folytonosan differencialhato
fiiggvény, ami rogzitett a és b esetén x = a-ra 0, v = b-ra 1 értéket vesz fel,
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a derivalt pedig ezekben a pontokban eltiinik. Ezzel n(r, ¢) és dn(r, ¢) foly-
tonos fiiggvény. Konkrétan megadunk egy ilyen fiiggvényt:

gla,b,r) := %(Sb —a—2r)

—6(a —7r)(r —10)

(a—0b) dr

dg(a,b,r) =

Végezziik el ezzel a masodik mértéktranszforméaciot

B(r? — R3)d¢/2 ha 1 > Ry
B(r? — R3)do/2 — d[x(#)g(r)] ha R($) <7 < Rypag

Az =it dy = (1-g)dx —xdg ha Ry, <1< R(9)
0 ha r < R,n
B(r* — R3)do/2 ha 7> Ry
_ ] BO?— Bdo/2 —dx(@)g(r)] ha R(0) <7< R o)
d[x(¢)h(r)] ha Ry <1 < R(¢)
0 ha r < R,.n

ahol h(r) =1 — g(Rmaz, Rmin,T) = 9(Rumin, Rmaz, 7). Az explicit alakhoz be
lehet helyettesiteni a (14) formulét, amivel a vektorpotencial r és ¢ valtozo-
kon kiviil explicit csak az R(¢) fiiggvénytdl fiigg. Lathato, hogy az antidot
koriilirt koron kiviil ill. a beliilirt korén beliil pontosan az antikor vektorpo-
tencialt kapjuk vissza. A kozbiils6 gytriiben a vektorpotencidlnak az eredeti
mértékben (11 képlet) R(¢) mentén torése volt, ez természetesen nem valto-
zott meg, hisz ez annak a kdvetkezménye, hogy itt a méagneses térnek ugrasa
van. A fenti g valasztassal az A, vektorpotencidlkomponensnek torése van a
gytird hatarain is, de ez elkeriilhetd, ha ott g masodik r derivaltjat is zérus-
nak allitjuk be. Ugy ahogy egy vektort iranyitott nyillal, ugy egy format az
irdnyara merGleges gorbesereggel lehet szemléltetni. Amennyiben egy forma
el6éll egy skalarfiiggvény kiilsé derivaltjaként, a forméat jellemz6 gorbék zar-
tak, nincs végpontjuk. Az I-es tartomanyban A eltiinik (végtelen ritka gor-
besereg), a Il-es tartoméanyban zart gorbékkel jellemezhets: x(¢)h(r) = cn,
n € N gorbesereg, azaz 7(¢) = h™(cn/x(4)). Az améba hataran kiviil nem
all el6 a vektorpotencial egyetlen derivaltként, ezért ott a meghataroz6 gor-
besereg olyan, hogy a gorbéknek végpontjuk van, az origdtol egyre tavolabb
haladva egyre tobb vonal "keletkezik". A Ill-as tartoményban ezek a vo-
nalak gorbiiltek, (hiszen véltozik a forma irdnya), de a IV-es térrészben tisz-
tan sugariranyiak. A vonalak stirtisége itt forgasszimmetrikus, kifelé 72 — R2
szerint novekszik. A grafikus interpretacié koordinatafiiggetlen, igy tisztén
attekinthet6 az adott mértékvéilasztas. A mértéktranszforméacié sordn egy
kiils6 derivalt format adhatunk hozza a vektorpotencidlhoz, azaz egy zart

47



gorbesereggel deformalhatjuk az eredeti gorbesereget. Ezzel a képpel szem-
léletes, hogy az As mértékben egy tjabb mértéktranszformacié nem segithet
a vektorpotencial tovabbi leegyszertisitésében.
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