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Kivonat
A kvantum biliárd a 70'-es évek óta élénk tanulmányi terület. A

nanotechnológia fejl®désével mára már realitás a 2 dimenziós elek-
trongáz (2DEG) kísérleti megvalósítása, ami újabb lehet®ségeket kínál
a kvantummechanika ellen®rzésére. Egy ilyen jól számolható feladat
az inhomogén mágneses térbe helyezett 2DEG, amit szupravezet® vagy
ferromágnes segítségével lehet kivitelezni.

A dolgozatban egy olyan rendszert tekintettem, amelyben a B tér
egy korlátos csillagszer¶ tartományban zérus, azon kívül konstans ér-
ték¶. Speciálisan a körre vonatkozó sajátértékprobléma (antikör) egz-
aktul megoldható. Ismertetem a kvantummechanikai és a WKB me-
goldást és ezek kapcsolatát. A szemiklasszikus közelítésben osztályoz-
hatóak a pályák és a fázistér 6 tartománya különböztethet® meg. A
fenti esetre építve a di�erenciális formák segítségével sikerült az ál-
talános alakú antidotra is megoldási módszert konstruálni. Ez két
mértéktranszformáción alapul, amivel a vektorpotenciál a belülírt kör
belsejében illetve a körülírt körön kívül az antikörnél kapottba megy
át. A sajátállapotok az antikör bázisában numerikus gondok nélkül
számíthatók. A kapott eredmények felhasználhatók a legújabb kísért-
leti eredmények ellen®rzéséhez.

1. Bevezetés
Az elmúlt évtizedek nanotechnológiai fejl®dése lehet®vé tette a két dimenziós
elektrongáz (2DEG) kísérleti megvalósítását. A GaAs és GaAsAl félvezet®k
határán arra mer®legesen olyan e�ektív potenciál jön létre, amellyel a mer®le-
ges gerjesztések nagy energiás állapotoknak felelnek meg. A h®mérsékletet
ezért egy kritikus érték alá csökkentve az elektronok a határfelületre lesznek
bebörtönözve.

Az elmúlt évek a 2DEG további bezárását tette lehet®vé. Ezt a mezosz-
kópikus skálán beépített elektrosztatikus potenciál segítségével érték el, mint
például a kvantum drótok, kvantum pöttyök vagy a kvantum gy¶r¶k. Ezen
bezárt rendszerekben különös �gyelmet tulajdonítottak az elektron transz-
port viselkedés leírásának a kvantum Hall rezsimben, ahol az áramvezet®
felületi állapotok els®dleges szerepet játszanak a rezonáns alagúte�ektus, az
Aharonov-Bohm típusú oszcillációk, nemlokális magnetorezisztanciák, a Cou-
lomb gát oszcillációk, stb. leírásában. A közelmúltban a térben inhomogén
mágneses mez®k alkalmazásával különböz® változatos mágneses rendszereket
javasoltak a 2DEG-re. Erre példa a szkennel® alakúte�ektusos mikroszkóp li-
tográ�ai technikájára épül® mágneses kvantum pöttyök [1], a félvezet®k által
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réteges szerkezetben integrált ferromágneses anyagok, a mágneses szuperrác-
sok [2], a közönséges heterostruktúrákba beépített II-es típusú szupravezet®k
[3] és a molekulasugár epitaxiával növesztett nem sík felület¶ 2DEG rends-
zerek [4]. A különböz® mágneses domének határa mentén létrejöv® perem
állapotok hatását a mágnetorezisztanciára kísérletben [5] igazolták.

Ezen rendszerek ugyan szoros analógiába állíthatók a megszokott elek-
trosztatikusan bezárt rendszerekkel, mégis elég változatos transzport visel-
kedést hoznak létre az elektron struktúrákat tekintve. Megmutatták, hogy a
síkban lineárisan változó inhomogén mágneses térben az elektron áram csak
a mez® gradiensére mer®legesen jön létre [7]. Több csoport is vizsgálta a
mágnesesen modulált 2DEG rendszerekben létrejöv® meghatározott irányú
kvantum transzportot [9] [10] [11] [12]. Ezen rendszert kísérletileg is rea-
lizálták és a megjósolt szemiklasszikus kommenzurabilitás e�ektust meg is
�gyelték [13]. Egy ehhez hasonló másik vizsgálatot is elvégeztek az össze-
tett fermion elmélet segítségével [14], a térben inhomogén elektrosztatikus
potenciál részleges kvantum Hall terében (pl. egy antidot rács) számolták
ki az összetett fermion magnetotranszportot. Az összetett fermionok által
érzékelt e�ektív mágneses tér függ az összetett fermionok s¶r¶ségét®l, ezért
az antidot rács modulálja az e�ektív mágneses teret.

Ezen dolgozat a mágneses antidotok problémáját tárgyalja. Ezek olyan
2DEG rendszerek, ahol a mágneses tér egy korlátos összefügg® tartományon
kívül van jelen, belül a mágneses tér zérus. (Lásd az 1. ábrát) A fela-
dat inverz megfelel®je a mágneses kvantum pötty (mangetic quantum dot)
probléma, ahol a mágneses teret a korlátos zárt tartomány belsejében hoz-
zák létre amit végtelen potenciálfal vagy valami egyéb helyfüggés¶ potenciál
vesz körül. A dolgozatban tárgyalt rendszerben a B mágneses tér épp a
tartomány komplementerében van jelen és pont azon belül t¶nik el, ebb®l
ered az antidot megnevezés. Azt a speciális esetet, amikor a mágneses teret
nem tartalmazó tartomány egy kör antikörnek, amikor ellipszis antiellipszis-
nek nevezzük. Hogy kihangsúlyozzuk a speciális esett®l való eltérést, oly-
kor az antidot helyett "antiam®ba" kifejezést használjuk. Az antiam®bára
vonatkozó megkötés csak az, hogy a B = 0 tartomány legyen korlátos és
csillagszer¶, azaz "egyik pontjából nézve konvex". A klasszikus mechanikai
elektron homogén mágneses térben a Lorentz er® hatására körpályán mo-
zog, és az azt nem tartalmazó üres térben egyenesvonalú egyenletes mozgást
végez. Az ellentétes irányú homogén mágneses tér esetén az elektron érde-
kes peremállapotai a "snake-orbit"-ok, amik a határ körül körívek mentén,
"kígyóvanalban" haladó elektronpályáknak felelnek meg. Az antidot esetén a
klasszikus elektronpálya váltakozva körívekb®l és egyenes szakaszokból épül
fel. Nagy küls® mágneses tér esetén a bels® üres tartományból indítva az
elektront, a mágneses tér hatására kis sugarú körön kanyarodik vissza, ezért
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B = 0

1. ábra. A mágneses antikör probléma

az antidot problémát a kvantum-billiárd egyfajta realizációjának is tekintik.
A közelmúltban az antikör elektronsajátállapotait többen vizsgálták [6].

Ebben a rendszerben a mágneses felületek határa mentén olyan áramhor-
dozó perem állapotok létrejöttét fedezték fel, amely hasonlatos a mágneses
minták szélén létrejöv® közönséges peremállapotokhoz. A mágneses perem
állapotokról azonban megmutatták, hogy meglehet®sen eltér® tulajdonságok-
kal bírnak, mint a közönségesek. Egy �gyelemre méltó meg�gyelés, hogy ha
egy kisméret¶ vezet® közepén egy kvantum antidot található, akkor a magne-
tovezetésre aperiodikus oszcilláció lesz jellemz® a közismert Aharonov-Bohm
típusú periodikus oszcilláció helyett. Vizsgálták továbbá a mágneses gy¶r¶
elektronállapotait [16], ahol azt találták, hogy a korábbi esetekt®l eltér®en
a mágneses tér növelésével alapállapoti impulzusmomentum-átmenetek való-
sulhatnak meg.

A gyakran vizsgált fenti rendszerekben közös vonás, hogy magas szimme-
triával rendelkez® 2DEG konstrukciókat tekintenek, amelyben a sajátállapo-
tok kiválóan szemléltethet® szemiklasszikus módszerrel. Tudomásunk szerint
átfogó kvantummechanikai számítás a nem szimmetrikus esetben már az ere-
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deti kvantum pötty problémára is jóval kevesebb számban készült (stadion,
véges mágneses ellipszis), hisz itt a kvantummechanikai tárgyalás nem re-
dukálható egy-dimenziósra. Az ellipszis alakú kvantum dot esetében alkal-
mazott eljárás a Schrödinger egyenlet direkt megoldása volt a Bessel függ-
vények bázisában. Az antiellipszis problémára való kiterjesztést ily módon
nem tudták kivitelezni, hisz ott a sajátállapotok számításához rengeteg bá-
zisfüggvényre lenne szükség. Kvantummechanikai számítás eddig kizárólag
az antikörre [6] és a kvantumos gy¶r¶re [16] készült.

Ezen dolgozatban az általános alakú kvantum antidot sajátértékprobléma
megoldására javasolunk egy kivitelezhet® eljárást. Ez � mint látni fogjuk �
szorosan kapcsolódik az antikör megoldásához, ezért részletesen tárgyaljuk
ezt a problémát és megalkotjuk az átfogó szemiklasszikus és kvantummecha-
nikai leírást. Tudomásunk szerint a WKB számtás még erre a rendszerre
nem készült, pedig ily módon könnyen megérthetjük az állapotok jellez®it
és a fázistér szerkezetét. A kvantummechanikai tárgyalásban a szögfügg®
megoldás az eimφ, ezt leválasztva a radiális egyenlet alapmegoldásait pedig
a Bessel illetve a Kummer-függvények [18] segítségével lehet kifejezni[6]. Ez
utóbbira vonatkozó, 2001-ben publikált [17] algoritmus használatával kvan-
titatív módon összehasonlíthatjuk az egzakt és a szemiklasszikus módszer
eredményét. Az egyezés szinte tökéletes. Bemutatjuk a szemiklasszikus me-
goldásból kapott fázitérszerkezetet. Ezek alapján meg fogjuk állapítani, hogy
az általános csillagszer¶ alakzatra vonatkozó megoldást milyen esetben vár-
hatjuk jó függvénybázisnak. A dolgozat második részében az általános an-
tidotra javasolunk egy megoldási módszert. Ehhez el®ször megalkotjuk az
azt létrehozó vektorpotenciált. Majd javasolunk két mértéktranszformációt,
amivel csak az alakzat belülírt és körülírt köre által határolt gy¶r¶ben fog el-
térni az állapotegyenlet a kör állapotegyenletét®l. Ezzel bebizonyítjuk a [16]-
ban megfogalmazott sejtést, miszerint az energiaspektrum kritikusan függ
a hiányzó �uxus kvantum számértékét®l és sokkal kevésbé a mez® geome-
triájától. Megmutatjuk, hogy alkalmazásképpen az antiellipszisre vonatkozó
számítás lényeges, de ennek numerikus kivitelezésére még ezidáig nem volt
id®nk. Az antiellipszisre alkalmazva � a módszer numerikus realizációjának
eredményességét egy nemzetközi folyóiratban szeretnénk hamarosan közzé
tenni.
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2. Az antikör probléma
El®ször az antikör probléma egzakt megoldását adjuk meg. Ehhez els®ként
felírjuk a vektorpotenciált, ami az antikör mágneses terét hozza létre. A
körön belüli illetve azon kívüli tartományokra más függvényalakot fogunk
kapni, ezért a két esetben Schrödinger-egyenletet külön kezeljük. A kapott
megoldásokból a határon való összeillesztésre vonatkozó feltétel segítségével
kapjuk meg a lehetséges sajátértékeket és sajátfüggvényeket

Ismert vektorpotenciál esetén a nemkölcsönható 2DEG-re vonatkozó Ha-
miltoni

H =
1

2M
(p + eA)2 =

1

2M
(p2 + 2eAp + e[p, A] + e2A2)

= − h̄2

2M
(∇2 +

2ie

h̄
A∇+

ie

h̄
div(A)− e2

h̄2 A2)

Az itt tekintett mágneses mez® a síkra mer®leges, egy R sugarú kör belsejében
zérus, kívül konstans B érték¶, azaz B(r) = Bz(r) = Bθ(r − R), ahol θ(.) a
Heaviside egységugrásfüggvény. Belátjuk, hogy ezt szimmetrikus mértékben
a következ® divergenciamentes vektorpotenciál hoz létre

A(r, φ) =
B

2

r2 −R2

r
θ(r −R)êφ

hisz ennek rotációja

rot(A(r, φ)) = (∂r(rAφ)− ∂φ(Ar))
êz

r
+

(∂φ(Az)− ∂z(rAφ))
êr

r
+ (∂z(Ar)− ∂r(Az))êφ

= Bθ(r −R)êz

épp a kívánt mágneses teret adja.
Ennél szemléletesebb bizonyítás a Stokes törvény egyszer¶ alkalmazása.

A feladat forgásszimmetriája miatt a vektorpotenciált polárkoordinátákban
szögfüggetlennek keressük. Végezzünk el egy vonalintegrálást egy adott r
sugárú körön.

∮
Ads =

∫
rot(A)dF

∫ 2π

0

Aφrdφ =

∫ r

0

dr

∫ 2π

0

rdφB(r)

2πrAφ = π(r2 −R2)Bθ(r −R)

Aφ = B
r2 −R2

2r
θ(r −R)
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A megadott vektorpotenciál egyben divergenciamentes, ha az Ar = 0 válasz-
tással élünk. A Hamiltoniba helyettesítve látható, hogy H = 1

2M
(p2

r + (pφ + eAφ(r))
2)

miatt az impulzusmomentum valóban meg fog maradni. A Hamilton operátor

H = − h̄2

2M

(
∇2 +

2ie

h̄

Aφ∂φ

r
− e2

h̄2A2
φ

)

= − h̄2

2M

(
∂2

r +
1

r
∂r +

1

r2
∂φ +

2ie

h̄

Aφ∂φ

r
− e2

h̄2A2
φ

)

= − h̄2

2M

[
∂2

r +
1

r
∂r − 1

r2

(
∂φ

i
+

e

h̄
rAφ

)2
]

A Schrödinger-egyenlet az impulzusmomentummegmaradás miatt φ szerint
szeparálható. A szögfüggés eimφ, ahol m egész. A Schrödinger egyenlet ebb®l

− h̄2

2M

[
∂2

r +
1

r
∂r − 1

r2

(
m +

eB

h̄

r2 −R2

2
θ(r −R)

)2
]

ψ(r) = Eψ(r)

A hosszúságegységet válasszuk a =
√

h̄
eB

-nek, az energiaegységnek az E0 =

h̄2

2Ma2 = h̄ eB
2M

= h̄ωC/2 (a ciklotronfrekvenciához tartozó energia fele) és
legyen

s =
1

2

eB

h̄
R2 = R2/2 =

Φ

Φ0

(1)

a körb®l hiányzó összes �uxus kvantum. (Φ0 = h/e) a �uxus kvantum.) Ez
a paraméter, a "missing �ux", a probléma egyetlen paraméterének válasz-
tható, hisz a megadott egységekben a mágneses tér, körsugár, elemi töltés,
elektron tömeg és a Planck állandónak csak eme kombinációja fordul el®.
A kés®bbiekben tárgyalt általánosabb antiam®ba esetében az am®ba kon-
krét alakjától függetlenül ez lesz a nagy energiás ill. impulzusmomentumú
állapotok egyetlen meghatározója. A Schrödinger-egyenlet tehát ebben a
rendszerben

[
∂2

r +
1

r
∂r − 1

r2

(
m +

(
r2

2
− s

)
θ(r −R)

)2

+ E

]
ψ(r) = 0

Figyelemre méltó, hogy r > R =
√

2s esetén a Schrödinger egyenlet csupán
annyiban különbözik az antidotot nem tartalmazó R = 0-nak megfelel®
homogén mágneses tér egyenletét®l, hogy az e�ektív impulzusmomentum
lecsökken m∗ = m − s az a körb®l hiányzó s �uxus értékével. A pro-
blémát ezzel átjátszottuk a mágneses kvantum dot problémára, amelyben
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a kör belsejében van a konstans B mez®. Ennek megoldása a Kummer-M és -
U függvényekkel fejezhet® ki a mágneses tartományban. Mivel a Kummer-M
függvénynek a végtelenben, a Kummer-U-nak pedig a 0-ban van szingula-
ritása 1, ezért a mágneses kvantum dot peremfeltételeit a Kummer-M függ-
vénnyel lehet kielégíteni. Ellenben az antidot esetén a mágneses tér a küls®
tartományban jelen van és belül zérus, ami a Kummer-U használatát fogja
megkövetelni.

2.1. A Schrödinger egyenlet megoldása
Ebben az alfejezetben áttekintjük az antikörre vonatkozó Schrödinger-egyenlet
általános megoldását. A szögfüggést a korábbiakban a forgásszimmetria kö-
vetkeztében sikerült leválasztani. Itt már csak a sugárfügg® rész megoldását
keressük. Ehhez külön kezeljük a körön belüli és a küls® tartományt, majd a
kapott általános megoldások szabad paramétereit a határra vonatkozó perem-
feltételekkel fogjuk rögzíteni.

2.1.1. A körön belüli megoldás
A bels® tartományban a vektorpotenciál elt¶nik itt a 2DEG üres térnek meg-
felel® egyenletet kapjuk

[
∂2

r +
1

r
∂r − m2

r2
+ E

]
ψ(r) = 0

Átszorozva r2-tel és áttérve a ρ =
√

Er térváltozóra, a Ψ(ρ) = ψ(r) függ-
vényre a Bessel egyenletet kapjuk

[
ρ2∂2

ρ + ρ∂ρ + (ρ2 −m2)
]
Ψ(ρ) = 0

Az általános megoldása Jm(ρ), Ym(ρ) Bessel és Neumann függvények li-
neáris kombinációja. Az eredeti hullámfüggvény általános megoldása így
a Jm(

√
Er), Ym(

√
Er) függvényekb®l keverhet® ki. Mivel az egyenlet a

bels® tartományban érvényes, ezért olyan megoldást kell választanunk, ami
az origóban nem szinguláris. A Bessel függvény megfelel ezen követelmény-
nek. Az energia kvantáltsága a másik tartományban kapott megoldással való
összeilleszthet®ség feltételéb®l fog következni.

1A Kummer U(a,b,z) függvénynek a>0 esetén csak a z=0-ban, a<0-ra a végtelenben
is szingularitása van. A hullamfüggvényben a Kummer függvény meg van szorozva egy
exp(−r2/4)-es faktorral is, ami a Kummer-U esetén elt¶nteti a végtelenbeli szingularitást.
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2.1.2. A körön kívüli megoldás
Most tekintsük a küls®, mágneses teret is tartalmazó tartományt.

[
∂2

r +
1

r
∂r − 1

r2

(
m∗ +

r2

2

)2

+ E

]
ψ(r) = 0

Elvégezve a négyzetre emelést.

∂2
rψ +

1

r
∂rψ +

(
−m∗2

r2
+ E −m∗ − r2

4

)
ψ = 0

Ha áttérünk az x = r2/2 változóra és osztjuk az egyenletet 2x-szel

∂2
xψ +

1

x
ψ +

(
−1

4
+

E −m∗

2x
− m∗2

4x2

)
ψ = 0

A w(x) =
√

xψ(x) változóval ez nem más, mint

∂2
xw +

[
−1

4
+

E −m∗

2x
+

1
4
− (

m∗
2

)2

x2

]
w = 0

a Whittaker egyenlet, κ = E−m∗
2

, µ = ± |m∗|
2

paraméterekkel [18]. Ennek a
lineárisan független megoldásai a Kummer-M és -U függvényekkel fejezhet®
ki

w1(x) = e−
1
2
xx

1
2
+µM(

1

2
+ µ− κ, 1 + 2µ, x)

w2(x) = e−
1
2
xx

1
2
+µU(

1

2
+ µ− κ, 1 + 2µ, x)

A paraméterek behelyettesítésével az eredeti hullámfüggvényre az eredeti r
helyváltozóval a következ® megoldást kapjuk 2

ψ1(r) = e−
1
4
r2

r|m
∗|M

(
1 + |m∗|+ m∗ − E

2
, 1 + |m∗|, r2

2

)

ψ2(r) = e−
1
4
r2

r|m
∗|U

(
1 + |m∗|+ m∗ − E

2
, 1 + |m∗|, r2

2

)

A mágneses tér a mágneses kvantum antidot esetében a körön kívüli térrész-
ben van jelen. A megoldások közül tehát a másodikat kell választani, hisz
az a végtelenben lecseng. Az els® megoldásban szerepl® Kummer-M az
M(a, b, z) = Γ(a)

Γ(b)
ezza−b aszimptotika szerint felrobban, ezért nem lehet al-

kalmas a megoldásra.
2Az egyenletekbe a µ behelyettesítésénél a + el®jelet választottuk. A - el®jellel a

kifejezés Kummer transzformáltját kapjuk, ami egyenl® az itt megadott megoldással.[18]
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2.1.3. A megoldások összeillesztése
Ezzel mindkét tartományban megkaptuk a Schrödinger egyenlet megoldását
minden rögzített E-re: a bels® tartományban a Bessel J, a kinti tartomány-
ban a Whittaker-W függvény volt az alkalmas választás. Lineáris di�eren-
ciálegyenletr®l révén szó ezen függvények tetsz®leges komplex konstanssal
meg lehetnek szorozva. A határon azonban meg kell követelni a függvény és
deriváltja folytonosságát.

ψ(r) = ψ1(r)θ(R− r) + ψ2(r)θ(r −R) (2)
ψ1(R) = ψ2(R)

d

dr
ψ1(r)

∣∣∣∣
R

=
d

dr
ψ2(r)

∣∣∣∣
R

ahol ψ1(r) = AJm(
√

Er), ψ2(r) = B e−
1
4
r2

r|m
∗|U

(
1+|m∗|+m∗−E

2
, 1 + |m∗|, r2

2

)

Ha képezzük a két feltétel hányadosát, akkor a tetsz®leges A, B konstansok
kiesnek és a megkötés az energiára fog vonatkozni.

d

dr
ln

[
Jm(

√
Er)

]∣∣∣∣
r=R

=
d

dr
ln

[
e−

1
4
r2

r|m
∗|U

(
a, b,

r2

2

)]∣∣∣∣
r=R

azaz
√

E
d

dx
ln Jm(x)

∣∣∣∣
x=
√

ER

= −R

2
+
|m∗|
R

+ R
d

dx
ln U(a, b, x)

∣∣∣∣
x=R2

2

A deriválást elkerülhetjük az [18] 13.4.25 azonosság felhasználásával

J ′m(x) = Jm−1(x)− m

x
Jm(x)

U ′(a, b, x) = U(a, b, x)− U(a, b + 1, x)

amivel
√

E
Jm−1(

√
ER)

Jm(
√

ER)
− m

r
=

R

2
+
|m∗|
R

−R
U(a, b + 1, s)

U(a, b, s)

Végül s-sel eliminiálva R-et, a kör sugarát:
√

E√
2s

Jm−1(
√

2sE)

Jm(
√

2sE)
+

U(a(E), b + 1, s)

U(a(E), b, s)
−

(
1

2
+
|m∗|+ m

2s

)
= 0

ahol explicit kiírtuk az a paraméter helyfüggését. Ezen egyenletnek keressük
a zérushelyeit E és m függvényében.
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Minden lehetséges egész m-hez megszámlálható sok energiamegoldást kapha-
tunk. Az egyetlen nehézséget U nehézkes numerikus implementációja okozza3.
További gondot jelent, hogy a negatív a paramétertartományban a csök-
kenésével a függvényérték nagyon megnövekedhet. Nekünk ezek hányadosa
fordul csak el®. A PARI-GP ingyenesen letölthet® C programcsomag tar-
talmazza a legújabb Kummer-U algoritmust. Ez a rendszer matematiku-
sok által els®sorban matematikusok számára lett kifejlesztve: többnyire a
számelmélet, csoportelmélet, algebrai topológia és az elliptikus formák terü-
letén hasznos függvényeket tartalmazza. Nagy el®nye a programnak, hogy
a memóriakorláttól eltekintve tetsz®leges pontossággal tud számolni, így az
említett U/U osztás alul- vagy túlcsordulás veszélye nélkül valósítható meg.

A gyökkeres® algoritmust C++ nyelvben írtam meg. Négy különböz® el-
járást használtam: a szakaszfelez®, a Newton-Raphson, a szakaszfelez® tech-
nikával feljavított Newton-Raphson, és a szekáns módszert. Az algoritmu-
sok 10−10 toleranciahatárhoz voltak állítva. Kezdeti feltételnek a programot
alacsony energia próbaértékr®l indítottam, (pl. 0.5) majd automatikusan
a következ® szimulációk az el®z® megoldástól nagyobb (pl 0.1-el) értékt®l
indultak. A gondot az jelenti, hogy az egyenletünk osztásokat tartalmaz,
ezért a Bessel függvény zérushelyei környékén �gyelni kell az algoritmus he-
lyes érzékenységének állítására. A szimuláció befejezése után remélhetjük,
hogy nem "maradt ki" egy gyök sem. Változtatva a paramétereket, egymás
utáni újraindítással a rutin többszörösen ellen®rizte alaposságát. A program
egy Pentium 100-as PC-n volt futtatva, ami átlagosan 5 mp körül adott me-
goldást. A szimulálás kezd®értékének közelebbi megadása drasztikusan csök-
kentheti a számításhoz szükséges id®t. A kés®bb tárgyalandó szemiklasszikus
megoldás által jósolt szintekr®l indítva a gyökkeresés szintenként 0.1 mp-nél
gyorsabban jutott eredményhez.

A 2. ábrán a lehetséges energia-impulzusmomentum értékeket ábrázol-
tuk. Az itt bemutatott egzakt megoldást x-el, a WKB közelítés értékeit +
-al jelöltük. Látható, az illeszkedés pontossága, a szemiklasszikus tárgyalás-
ban kapott szintek szinte azonosak az egzakt eredménnyel. A WKB közelítés
használata segít megérteni a kapott eredmények tényleges "�zikai" tartalmát.
Mint ott látni fogjuk 6 tartomány különböztethet® meg, amit egy parabola
és két konstans impulzusmomentumú görbe különít el. Az m2/2s vonal a
kör határán lév® e�ektív potenciál értéke, ett®l kisebb energiájú pályák a kör

3Az U(a,b,z) az origó kivételével egy végtelenszer di�erenciálható analitikus függvény,
aminek a nullában (b-1)-ed rend¶ pólusa van. Matematikai értelemben tehát egy kellemes
függvény. A gondot az okozza, hogy a de�níciója szerint Kummer-M és Γ függvények
hányadosai összegeként állítható el®. Ez a gyakorlatban legtöbbször numerikusan nem
kivitelezhet®, gyakran teljesen más úton kapható numerikus közelít®eredmény. A Kummer
függvények pontos gyakorlati el®állítása általános esetben nagyon id®igényes.[17]
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2. ábra. Az energiasajátértékek impulzusmomentumfüggése s=5 esetén. Az
egzakt kvantummechanikai megoldásból kapott értékeket X-el, a szemiklass-
zikus formula közelít®képlete által kapott pontokat + -al jelöltük. A külön-
böz® WKB tartományok határát vastagon szedett vonallal rajzoltuk: egy
m2/2s parabolát, illetve az m = 2s és az m = 0-hoz rendelt függ®leges
egyeneseket.

területét elkerül® pozitív és negatív energiájú Landau-nívók, annál nagyobb
energiájú pályák pedig azon kiterjedt nagyenergiájú állapotok, aminek leg-
valószín¶bb értéke ugyan kívül van, de a bels® tartományban sem elhanyagol-
ható. Az 0 < m < 2s tartomány a mágneses peremállapotokhoz, az m = 0 a
kör középpontján áthaladó klasszikus pályákhoz tartoznak. A + és x-el jel-
ölt megoldások egyezése igazolja a fázistér ezen a felbontásának jogosságát.
A hullámfüggvények tényleges képét majd a kés®bbiekben a konkrét esetek
vizsgálatánál mutatjuk be.

2.2. A WKB közelítés
A kör alakú antidot feladat hengerszimmetrikus. Ez lehet®vé tette a szög- és
sugárfügg® részek szeparálását. A szögfügg® részre vonatkozó megoldás eimφ,
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a sugárfüggést egy egydimenziós Schrödinger egyenletb®l egzaktul számíthat-
tuk. Mivel ez a feladat egydimenziós, lehet®ség van a szemiklasszikus WKB
közelítés alkalmazására is. A korábbiakban felírt Hamilton operátor

H =

{
1

2M
p2

r + 1
r2

(
m∗ + r2

2

)2

ha r ≥ R
1

2M
p2

r + m2

r2 ha r < R

Az ennek megfelel® e�ektív potenciál 1
r2

(
m∗ + r2

2

)
a küls® illetve m2/r2 a

0

5

10

15

20

25

30

y

2 4 6 8 10
x

3. ábra. Az e�ektív potenciál lehetséges alakjai. A potenciál szempontjából
négy eset különböztethet® meg, de ha a mimumhely a körön kívülre esik,
akkor az állapot energiája függvényében további két eset jön be. A függ®leges
vonal a kör határát jelöli.

bels® tartományban. Ismét elegend® csupán az s paramétert használni, hisz
m∗ = m − s, s = R2/2 Rögzített m és s esetén potenciál folytonosan megy
át a határon. (Ez nem meglep® hisz a vektorpotenciált éppen úgy vettük fel,
hogy a határon zérus legyen és folytonos.) Az ábrán látható ennek lehetséges
formái. Ennek megfelel®en négy esetet különböztetünk meg, amit a számolás
szempontjából érdemes külön kezelni. (Lásd a 3. ábrát) Lehetséges, hogy

• a potenciálnak a körön kívül pozitív minimuma van

• a potenciál a körön kívül felveszi a zérus értéket

• a potenciál a körön veszi fel a minimumát

• a potenciál a körön belül zérus, m = 0
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Adott energia esetén klasszikusan gondolkodva az r1 minimális és r2 maximá-
lis sugarat adott energia esetén így kapjuk:

m2

r2
1

= E =
1

r2
2

(
m∗ +

r2
2

2

)2

Alkalmazzuk a Bohr-Sommerfeld kvantálást. A korábbiakban is használt
egységrendszerben pr =

√
E − Veff (r)

(
n +

1

2

)
2π = 2

∫ r2

r1

prdr = 2

∫ √
2s

r1

√
E − m2

r2
dr+2

∫ r2

√
2s

√
E − 1

r2

(
m∗ +

r2

2

)
dr

(3)
Ezen kifejezés csak akkor használható, ha az elektron mindkét tartományban
el®fordul. Ha a potenciál a körön kívül veszi fel a minimumát, akkor lehetsé-
ges, hogy az elektron csak a minimum környezetében mozog és mindvégig
csak a kinti potenciált érzékeli. Az integrálást minden esetben analitikusan
el tudjuk végezni. Integrálási változónak a y =

√
V (r)

E
-t fogjuk használni. A

benti tartományban ez a helyettesítés mindig elvégezhet®, hisz itt V (r) szi-
gorúan monoton függvénye a sugárnak. Kívül viszont a potenciálnak lehet
egy minimuma, ilyenkor attól befelé illetve kifelé különböz® lesz a helyet-
tesítés formulája. A széls® érték tehát egy releváns mennyiség lesz, érdemes
meghatározni.

0 =
d

dr

[
1

r2

(
m∗ +

r2

2

)2
]

= −r

4
+

m∗2

r3

r2

2
= |m∗|

A potenciál minimumát a küls® tartományban keressük, ezért a bal oldal
nagyobb, mint s. Ebb®l látható, hogy a |m∗| < s, 0 ≤ m ≤ 2s esetén
nem lesz megoldás, ergo a küls® tartományban is monoton az integrandus,
a potenciálminimum a körre fog esni. Ezek a pályák tehát a pozitív körül-
járású mágneses perem állapotok pályái. Ellenkez® esetben, ha m > 2s vagy
m < 0, akkor a potenciálnak kívül lesz minimuma. Ezekben az esetekben el®-
fordulhat, hogy a részecske a minimum körül kis amplitúdóval rezeg mindig
a körön kívül marad. Ezek tehát a nagy pozitív illetve a negatív impul-
zusmomentumú pályák, amikor a ciklotron sugár nagyobb a kör sugaránál.
Erre vonatkozó érdekes kérdés, hogy ilyenkor a szemiklasszikus közelítésben
az antidot nélküli Landau nívókat kell-e kapnunk. Érdekes továbbá, hogy a
negatív perdület¶ esetben már rögtön a legkisebb perdület-abszolútértéknél
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is lehet olyan energiaérték, ahol a körön kívüli részben kerülgeti az elektron
az üres disket.
Mindezeknek megfelel®en hat esetet fogunk megkülönböztetni. Ezeket a to-
vábbiakban részletesen is megvizsgáljuk.

1. körön kívüli mozgás, pozitív körüljárás m ≥ 2s, E < m2

2s

2. körön kívüli mozgás, negatív körüljárás m < 0, E < m2

2s

3. zérus impulzusmomentum, m = 0

4. mágneses peremállapotok 0 < m < 2s

5. nagy energiájú pozitív impulzusmomentumú állapot m ≥ 2s, E > m2

2s

6. nagy energiájú negatív impulzusmomentumú állapot m < 0 E > m2

2s

2.2.1. Körön kívüli mozgás, pozitív körüljárás
m ≥ 2s, E < m2

2s
Ilyenkor a (3) integrálás csak a második tagot tartalmazza.

Áttérve a potenciálváltozóra y = 1√
Er

∣∣∣m∗ + r2

2

∣∣∣ az abszolútérték elhagyható,

és r2

2
−√Eyr + m∗ = 0. Az y minimuma éppen

√
2m∗
E

, maximuma 1.

r =





√
E

(
y +

√
y2 − 2m∗

E

)
ha r ≥ √

2m∗
√

E
(
y −

√
y2 − 2m∗

E

)
ha r <

√
2m∗

(4)

A nagyobbik gyök az ugyanazon energiához tartozó nagyobb sugárnak felel
meg, a potenciál minimumától nagyobb r esetén tehát a helyettesítésben a
+, kisebb r esetén a - el®jelet kell használni. A (3) integrálás második tagja
tehát

∫ r2

r1

prdr = E

∫ √
2m∗

E

1

√
1− y2


1− y√

y2 − 2m∗
E


 dy+

E

∫ 1

√
2m∗

E

√
1− y2


1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy

= E

∫ 1

√
2m∗

E

√
1− y2y√
y2 − 2m∗

E

dy = 2E

(
1− 2m∗

E

)
π

4
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Az integrálást a z =
√

y2 − 2m∗
E

helyettesítéssel tudtuk elvégezni. Vissza
helyettesítve a Bohr-Sommerfeld kvantálás (3) formulájába azt kapjuk

E = 2n + 2m∗ + 1, ahol E <
m2

2s
és m∗ > s (5)

A kapott energiaszintek tehát a pozitív impulzusmomentumhoz tartozó

r

ψ

–1

–0.8

–0.6
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–0.2

0
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1
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4. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a pozitív impulzusmo-
mentumú Landau szintekhez tartozó esetben. Itt s = 5 és m = 20 esetén
az els® három energiasajátállapotot ábrázoltuk n szerint növekv® vastagságú
vonaltípussal. A függ®leges szaggatott vonal R =

√
2s távolságban a kör

határát jelzi. A görbéken megjelöltük a klasszikusan becsült megtalálási
valószín¶ség átlagát.

Landau nívók. A részecske energiaszintjei a hiányzó �uxust érzékelik, de
egyébként a végtelen homogén térnek megfelel®en van kvantálva. A Schrö-
dinger egyenlet egzakt megoldásával való egyezés az ottani számítás toleran-
ciahatárán belül van! Megállapíthatjuk, hogy ezen a tartományon a WKB
közelítés jó közelítése a kvantummechanikai problémának. A klasszikus érte-
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lemben az elektron ilyenkor olyan körpályán kering a mágneses térben, ami-
nek középpontja nem feltétlenül az antidot középpontjával esik egybe. A
sugárfüggés ennek megfelel®en az átlagérték körül oszcillál. A kvantum-
mechanikai megtalálási valószín¶ség átlagát ezért a klasszikus analógiára
az energiaminimum környékén várjuk. Ezt az egzakt megoldás ismereté-
ben szemléltethetjük. A 4. ábrán s = 5 és m = 20-hoz tartozó els® pár
normált hullámfüggvényt ábrázoltuk. Bejelöltük a kör R =

√
2s határvo-

nalát, ahol a függvények Besselb®l Whittaker függvénybe mennek át. A (4)
alapján látható, hogy a maximális elérhet® távolság

√
E +

√
E − 2m∗ =√

2n + 2m∗ + 1+sqrt2n + 1, a minimális pedig
√

E−√E − 2m∗ =
√

2n + 2m∗ + 1−√
2n + 1. Az ábra n = 0 esetéhez például számszer¶en a 4.57 és a 6.57 mi-

nimális és maximális sugarak tartoznak. Látható, hogy ezen tartományon
kívül a hullámfüggvény valóban lecseng (alagúte�ektus). Az eloszlás átlagát
a felez®pont körül várjuk (5.57), ami láthatóan egy jó becslés. Az energia
növekedtével az n. kvantumnak n csomópontja lesz, és a hullámfüggvény
tartója illetve várható értéke növekszik, ahogy a klasszikus megfontolásokból
sejthet®.

2.2.2. Körön kívüli mozgás, negatív körüljárás
m < 0, E < m2

2s

Ilyenkor a (3) integrálás ismét csak a második tagot tartalmazza, de a po-
tenciálváltozó minimuma nem

√
2m∗
E

, � hisz ez most nem is lenne értelmes �
hanem zérus. A helyettesítésben y = 1√

Er

∣∣∣m∗ + r2

2

∣∣∣; az abszolútértékre ezút-
tal �gyelni kell, hisz a kifejezés a 0 érték elérése után el®jelet vált. Ennek
megfelel®en: r2

2
±√Eyr + m∗ = 0.

r =





√
E

(
y +

√
y2 − 2m∗

E

)
ha r ≥ √

2m∗
√

E
(
−y +

√
y2 − 2m∗

E

)
ha r <

√
2m∗

(6)

Ezzel a (3) integrál

∫ r2

r1

prdr = E

∫ 0

1

√
1− y2


−1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy+

E

∫ 1

0

√
1− y2


1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy = 2E

∫ 1

0

√
1− y2dy =

π

2
E

18



Behelyettesítve az (3) formulába a következ®t kapjuk

E = 2n + 1, ahol E <
m2

2s
és m < 0 (7)

Az ellenkez® irányban nagy perdülettel kering® részecskékre tehát módosítás
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5. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, ebben a negatív impul-
zusmomentumú Landau szinteknek megfelel® esetben. s = 5 és m = −10
esetén az els® három energiasajátállapot. Ismét az n = 0 a legvékonyabb,
n = 2 a legvastagabb vonal. A függ®leges szaggatott vonal R =

√
2s távol-

ságban a kör határát jelzi. A görbéken megjelöltük a számolt klasszikus
megtalálási valószín¶ség átlagát.

nélkül visszakaptuk a negatív impulzusmomentumú degenerált Landau szin-
teket. A Schrödinger egyenlet egzakt numerikus megoldása ebben a tar-
tományban a 10−5-es hibán belül az itt kapott érték. Az antidot tehát a
gyakorlatban nagy negatív impulzusmomentumra nem szünteti meg a dege-
nerációt, ilyenkor az elektoronnak semmi tudomása nincsen a belülr®l hiányzó
�uxusról! A megfelel® kvantummechanikai állapotfüggvények alapján ismét
bemutatjuk a megtalálási valószín¶ség sugárfüggését néhány tipikus esetben.

19



(Lásd az 5. ábrát) Az elvárásnak megfelel®en, � az alagúte�ektustól elte-
kintve � a körön belüli tartományban minimális a valószín¶ség, az elektron
nem tudja hol van a kör határa! A klasszikus sokaságátlag az el®z® pontnak
megfelel®en � ami ezúttal

√−2m∗ � ismét jól megfelel a kvantummechanikai
hullámfüggvényb®l kapható várható értéknek.

2.2.3. Zérus impulzusmomentum, m = 0

6. ábra. Az elektronnak klasszikusan elképzelt pályája zérus impulzusmo-
mentumkvantumszám esetén. Az elektron megtalálási valószín¶sége az origó-
ban maximális, ami megfelel a kvantummechanikai hullámfüggvénynek.

A (3) egyenlet bels® integrálja egyszer¶en
√

2sE, kívül a helyettesítés
ismét

r =
√

E

(
y +

√
y2 +

2s

E

)

Ezzel a fázistérfogat

∫ r2

r1

prdr =
√

2sE + E

∫ 1

0

√
1− y2


1 +

y√
y2 + 2s

E


 dy

=
√

2sE + E
π

4
+

E + 2s

2
arctan

√
E

2s
−
√

2sE

2

Az integrálást az el®z® két pontban említett helyettesítéssel végeztük el.
Kissé heurisztikus módon, a (3). Bohr-Sommerfeld kvantálás eredeti alakját
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használjuk, hisz a potenciáltól nem kell megkövetelni, hogy elt¶njön az origó-
ban4

(
n +

1

2

)
π =

√
2sE

2
+

π

4
E +

E + 2s

2
arctan

√
E

2s

Ezen transzcendens egyenlet E-re vett megoldása adja az n. energia szin-
tet. 2s-hez képest nagy energia esetén az arctan tag telítésbe megy, ekkor
E = (2n + 1)

(
1− 2

π

√
s

2n+1

)
, az energiaszintek a degenerált Landau szintek

alá szorulnak. A megtalálási valószín¶ség maximuma a kvantummechanikai
állapotfüggvény és a klasszikus kép alapján egyaránt a kör középpontjára
esik. Ezek alapján felvetették [6], hogy ezek az állapotok megfeleltethet®k
az origón áthaladó periodikus klasszikus billiárdgolyóként elképzelt elektron-
pályáknak. Megjegyezzük, hogy a megtalálási valószín¶ség leírását tekintve
ez nem teljesen konzisztens, hisz ez a klasszikus értelemben a kör belsejében
konstans. Az átlagértéknek az energia növelésével egyre kijjebb kell esni, az
elektronpálya egyre jobban szétken®dik. Ezen utóbbi a kvantummechanikai
eredménynek sem mond ellent. (Lásd a 7. ábrát.)

2.2.4. Mágneses peremállapotok 0 < m < 2s

Ebben az esetben a potenciálnak a kör határán van minimuma. A (3) egyen-
letben az integrálhelyettesítés a potenciálváltozóra mindkét tartományban
elvégezhet®. Belül r = |m|√

Ey
illetve kívül r =

√
E

(
y +

√
y2 − 2m∗

E

)

∫ r2

r1

prdr =
√

E

∫ |m|
2sE

1

√
1− y2

−|m|√
Ey2

dy + E

∫ 1

|m|
2sE

√
1− y2


1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy

Az els® integrált parciálisan, a másodikat a korábbiakban használt helyet-
tesítéssel végezhetjük el. Végeredményben azt kapjuk, hogy

(
n +

1

2

)
π =

|m|
2

√
E

Emin

− 1 +
E − 2m

2
arccos

√
Emin

E

+
E − 2m∗

2
arccos

√
Emin − 2m∗

E − 2m∗

ahol csak a 0 < m < 2s feltételnek teljesülni. A kifejezés csak E > Emin = m2

2s

esetén ad valós értéket, ekkor lesz az energia nagyobb, mint a potenciálmini-
mum, ami ezúttal a kör határára esik.

4Az egzakt megoldásban is láttuk, hogy a bels® megoldás ebben az esetben a J0 Bessel
függvény, ami az origóban nem t¶nik el.
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7. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a zérus impulzusmomen-
tumú szinteknek megfelel® esetben. s = 5 esetén az els® három energiasa-
játállapotot ábrázoltuk. A függ®leges szaggatott vonal R =

√
2s távolságban

a kör határát jelzik. A számolt klasszikus megtalálási valószín¶ség átlaga az
origóra esik.
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8. ábra. Az elektron klasszikusan elképzelt pályája 2s-nél kisebb pozitív m
esetén. Az elektron a kör határa körül oszcillál.

9. ábra. Nagyobb energiájú mágneses peremállapotnak megfelel® klasszi-
kus megfelel®. Az elektron a kör határa körül oszcillál, de most megtalálási
valószín¶sége nagyobb területen oszlik el.
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10. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a mágneses peremálla-
potoknak megfelel® esetben. s = 5 és m = 5 esetén az els® három energiasa-
játállapotot ábrázoltuk. A függ®leges szaggatott vonal R =

√
2s távolságban

a kör határát jelzi. A klasszikus megtalálási valószín¶ség átlaga a határra
esik.
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11. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a mágneses peremálla-
potoknak megfelel® esetben. s = 5 és m = 8 esetén az els® három energiasa-
játállapotot ábrázoltuk. A klasszikus megtalálási valószín¶ség átlaga a határ
közelébe, attól kifelé esik.

Amint a bevezet®ben említettük mágneses peremállapotok nem csak az
antikörre, hanem általában bármilyen mágneses határfelülelet esetén létre-
jönnek. A megtalálási valószín¶séget az antidot határológörbéje közelébe
várjuk. A klasszikus megtalálási valószín¶ség maximumának nem kell pon-
tosan a határolókörre esnie, hisz a potenciál a két irányban aszimetrikus.
Nagy energián például azt várjuk, hogy a kör belsejében a meredek potenciál-
fal miatt hamarabb visszaérjen az elektron, ergo a megtalálási valószín¶ség
egyre nagyobb energián egyre inkább szétken®dik, az átlaga a kört®l kifelé
egyre távolabb kell essen. Ugyanígy az m impulzusmomentum növelésével
kicsit kifelé tolódik, csökkentésével a körön befelé húzódik a várható érzék.
Mindezt az egzakt kvantummechanikai megoldásokon a 10. és 11 ábrákon
szemléltetjük.
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2.2.5. Nagy energiájú, 2s-nél nagyobb pozitív impulzusmomen-
tumú állapot

m ≥ 2s, E > m2

2s
= Emin

A változócsere a körön kívüli részre az amit a 2.2.1. esetben használtunk, a
bels® integrált a 2.2.4 részben elvégeztük.

∫ r2

r1

prdr =
√

E

∫ |m|
2sE

1

√
1− y2

−|m|√
Ey2

dy + E

∫ √
2m∗

E

|m|
2sE

√
1− y2


1− y√

y2 − 2m∗
E


 dy

+ E

∫ 1

√
2m∗

E

√
1− y2


1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy

Ugyanolyan integrálok elvégzésére van szükség, mint az el®z® esetekben. Rög-
tön csak a végeredményt közöljük:

(
n +

1

2

)
π =

π

2
(E − 2m∗) +

|m|
2

√
E

Emin

− 1 +
E − 2m

2
arccos

√
Emin

E

− E − 2m∗

2
arccos

√
Emin − 2m∗

E − 2m∗

Ez a nagy energiájú esetben a 2.2.1. megfelel®je. Az els® tag megegyezik,
a többi jelenti az eltérést az e�ektív impulzusmomentumhoz tartozó Landau-
nívóktól. Látható, hogy E = Emin esetén ezek a tagok mind elt¶nnek, ennél
kisebb energiákra pedig nincsenek is értelmezve. A tényleges megoldás is-
mét csak numerikus úton kapható meg. Az itt tárgyalt klasszikus képnek
megfelel®en a 2.2.1 képhez képest az eltérés látványos: a részecske sugárvál-
tozójának várható értéke a körön kívülre esik, de a megtalálási valószín¶ség
nem elhanyagolható az üres kör belsejében sem. (Lásd a 12. és a 4. ábrákat.)

2.2.6. Nagy energiájú negatív impulzusmomentumú állapot
m < 0, E > m2

2s
= Emin

A változócsere a körön kívüli részre a 2.2.2 kis energiájú résszel azonos,
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12. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a pozitív nagy impul-
zusmomentum esetén, nagy energián. s = 5 és m = 15 esetén az n = 5, 6, 7
kvantumszámokkal jellemzett energiasajátállapotokat ábrázoltuk. A függ®le-
ges szaggatott vonal R =

√
2s távolságban a kör határát jelzik. A klasszikus

megtalálási valószín¶ség átlaga a körön kívüli esik.
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13. ábra. Az elektron klasszikusan elképzelt pályája negatív impulzusmo-
mentum esetén. A [6] cikkben felvetették, hogy az alacsony kvantumszá-
mokkal jellemzett sajátállapotoknak megfeleltethet®ek ehhez hasonló peri-
odikus klasszikus biliárdpályák. A megfeleltetés a megtalálási valószín¶ség
maximuma vagy átlagértéke alapján lehetséges.

az els® integrált a 2.2.4. részb®l másolhatjuk.
∫ r2

r1

prdr =
√

E

∫ |m|
2sE

1

√
1− y2

−|m|√
Ey2

dy + E

∫ 0

|m|
2sE

√
1− y2


−1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy

+ E

∫ 1

0

√
1− y2


1 +

y√
y2 − 2m∗

E


 dy

Az integrálok elvégzésének módját az olvasó az el®z® részekben megtalálja,
itt csak az eredményt közöljük.

(
n +

1

2

)
π =

π

2
E +

|m|
2

√
E

Emin

− 1− E − 2m

2
arccos

√
Emin

E

+
E − 2m∗

2
arccos

√
Emin − 2m∗

E − 2m∗

A végeredményt a 2.2.2 eredményével érdemes összehasonlítani. Ott csak
a degenerált Landau-nívóknak megfelel® els® tag volt jelen. Ezúttal a többi
energiafügg® tag feloldja a degenerációt, az ábrán látható, ahogy az elektron
nem elhanyagolható módon befolyik a kör területére is. (Lásd a 14. és
az 5. ábrákat.) Nem csoda tehát, hogy a homogén mágneses tért®l ilyen
mértékben eltér® eredményt kapunk. A kifejezést csak a E ≥ Emin esetben
szabad használni. E = Emin esetén a módosító tagok elt¶nnek, ahogy annak
lennie kell.
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14. ábra. A Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásai, a negatív impulzusmo-
mentum esetén, nagy energián. s = 5 és m = −5 esetén az n = 5, 6, 7
kvantumszámokkal jellemzett energiasajátállapotokat ábrázoltuk. A függ®le-
ges szaggatott vonal R =

√
2s távolságban a kör határát jelzi. A klasszikus

megtalálási valószín¶ség átlaga a körön kívülre esik.
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2.3. Összefoglalás

0

2

4

6

8

E

–2 2 4 6
m

15. ábra. Az energiasajátértékek impulzusmomentumfüggése s=5 esetén. Az
egzakt kvantummechanikai megoldásból kapott értékeket X-el, a szemiklass-
zikus formula közelít®képlete által kapott pontokat + -al jelöltük. Látható,
hogy még kis m és n esetén is nagyon jó a közelítés.

Megmutattuk, hogy a kvantummechanikai és a WKB módszer közti egye-
zés az |m| > s tartományban illetve az n ≥ 1 energián szinte tökéletes.
A szemiklasszikus megoldás szintén transzcendens egyenletre vezetett, ami
azonban csak �numerikus szempontból megbízhatóbb� arccos függvényeket
tartalmazott. Továbbá itt biztosak lehetünk, hogy nem hagyunk ki egyet-
len állapotot sem a célba vett tartományból, hisz minden energiaszinthez
külön egyenlet adódott. A két tárgyalás közti pontos egyezés szerint meg-
gy®z®dhettünk róla, hogy precíz matematikai analízis nélkül is megbízhatunk
a klasszikus �zikai intuíciónkban miszerint a nagy impulzusmomentumú álla-
potok csak a kört®l távol lesznek relevánsak. 6 féle állapotot különböztettünk
meg. Az 0 > m vagy m > 2s esetben, az E < m2/2s nagy impulzusmo-
mentumú állapotok az m∗-nek megfelel® Landau szintek voltak. Ebben az
impulzusmomentumtartományban a nagy energiájú nívók ugyan a Landau
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nívóktól eltértek, de a megtalálási valószín¶ség a
√

2m∗ környékén volt je-
lent®s Az m = 0 szint az origón áthataladó periodikus pályákat jelentette,
aminek hullámfüggvénye az origó környezetében maximális. A 0 < m < 2s
állapotok a mágneses peremállapotok, ahol a hullámfüggvény a mágneses
tartományok határa körül jelent®s.
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3. Az általános anti-am®ba
Most tekintsük az általános antidot esetét, amikor egy tetsz®leges kétdimen-
ziós korlátos csillagszer¶ tartományban zérus, azon kívül B mer®leges mágne-
ses tér van jelen. Ebben a rendszerben keressük a megengedett egyrészecskés
energiaszinteket. Három lépésben járunk el. El®ször meg kell adnunk azt a
vektorpotenciált, ami ezt a teret hozza létre, hisz a Schrödinger-egyenletben
csak ez szerepel. Ezután olyan mértéktranszformációkat alkalmazunk, amivel
a körre vonatkozó problémától csak egy gy¶r¶ben tér el a vektorpotenciál.
Ezek után az antidot bázisában megadjuk a Hamilton-operátor kifejtését,
amely sajátértékproblémájának megoldásából kaphatók az energiasajátér-
tékek.

Ebben a részben felírjuk a vektorpotenciált és a mértéktranszformáció-
kat. Elemi úton, behelyettesítéssel gy®z®dünk meg róla, hogy a de�niált
transzformáció tényleg a megfelel® eredményhez vezet. A pontos levezetést a
dolgozat végén lev® Appendixben adjuk meg. Ehhez a di�erenciális formák
használatára lesz szükség, amit a lényegre koncentrálva itt elkerülünk.

3.1. A vektorpotenciál
Legyen a mágneses teret nem tartalmazó tartomány határa polárkoordináták-
ban paraméterezve R(φ). Ha az üres tartomány körlap, akkor a körszimme-
triának megfelel® A(r, φ) = C(r)eφ szimmetrikus mértékben szokás keresni
a vektorpotenciált. Azt találjuk, hogy az általános esetben

A(r, φ) =
B

2

r2 −R(φ)2

r
θ(r −R(φ))êφ (8)

vektorpotenciál rotációja

rot(A(r, φ)) = Bθ(r −R(φ))

a kívánt mágneses teret adja. A képletben |êφ| = 1 normált bázisvektor, θ(x)
a Heaviside egységugrásfüggvény.

A vektorpotenciál levezetése elemi módon lehetséges ha a potenciált a
szimmetrikus mértékben keressük, amelyben a sugárirányú komponens tehát
elt¶nik. A mágneses mez®t integráljuk egy in�nitezimális nyílásszög¶ körcik-
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kre, majd alkalmazzuk a Stokes-tételt
∫

B(r′, φ′)dF =

∮
A(r0, φ0)ds

∫ r

0

∫ φ+dφ

φ

Bθ(r′ −R(φ′))r′dφ′dr′ =
∫ φ+dφ

φ

Aφrdφ

B
r2 −R(φ)2

2
θ(r −R(φ))dφ = Aφrdφ

A körintegrálásnál kihasználtuk, hogy a sugárirányú részek íveleme mer®leges
a vektorpotenciálra, így a skalárszorzat zérus. Tehát

Aφ = B
r2 −R(φ)2

2r
θ(r −R(φ))

Látható, hogy a 2. pontban az antikörre kapott kifejezésre nagyon hasonló
eredmény adódott. Az eltérés csak az, hogy most R(φ) tetsz®leges folytonos
periodikus függvény lehet.

3.2. Mértéktranszformáció
A vektorpotenciál (8) alakjához most megpróbálunk hozzáadni egy grad(χ)
gradienst úgy, hogy azzal a küls® tartományban kiküszöböljük a szögfüggést!
Ezenfelül még azt is szeretnénk, ha ezáltal a szimmetrikus mértékben ma-
radnánk. Az Appendix B-ben szemléletes lesz, hogy miért is oldható ez meg
ebben az esetben. Az el®z® pontban kapott vektorpotenciált ezentúl jelöljük
A0-lal. A mértéktranszformáció generátorát keressük a következ® alakban:

χ(φ) =
B

2

φ∫

0

R(φ′)2dφ′ −R0
2φ

Az R0 konstans paraméter, amit úgy választunk meg, hogy a transzformációs
függvény folytonos legyen a φ = 0, φ = 2π határon.

χ(2π)− χ(0) = B


1

2

2π∫

0

R(φ′)2dφ′ −R0
2π


 ≡ 0

Azt kaptuk, hogy R2
0π-nek az am®ba területével kell megegyezni. Képezzük

a gradienst

∇χ(φ) = ∂rχêr + ∂φχ
êφ

r
=

B

2

R(φ)2 −R2
0

r
êφ
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Ezzel

A1 := A0 +∇χ =

{
B
2

r2−R2
0

r
êφ ha r ≥ R(φ)

B
2

R(φ)2−R2
0

r
êφ ha r < R(φ)

A bels® tartományon az origóban r−1 szerint szingulárissá vált a vektorpoten-
ciál. Ez rendkívül kellemtlen, hisz a Hamiltoni a vektropoteciálnégyzetet is
tartalmazza. A mátrixelemek elkészítéséhez ezt a síkra kell integrálni, amit
csak az origóban zérus függvénnyel szorozva lehetne egyáltalán megtenni.
A második lépésben ezt a szingularitást tüntetjük el. Olyan mértéktran-
szformációs függvényt választunk, ami a küls® tartományban nem bántja a
szögfüggetlen megoldást

η(r, φ) :=





0 ha r > Rmax

−χ(φ)g(Rmax, Rmin, r) ha Rmin ≤ r ≤ Rmax

−χ(φ) ha r ≤ Rmin

ahol Rmin az am®ba belülírt körének, Rmax a körülírt körének sugara5. g(a, b, x)
olyan x-ben folytonosan di�erenciálható függvény, ami rögzített a és b esetén
x = a-ra 0, x = b-ra 1 értéket vesz fel, a derivált pedig ezekben a pontokban
elt¶nik. Ezzel η(r, φ) és dη(r, φ) folytonos függvény6. Ennek egy lehetséges
konkrét explicit alakját az Appendix B fejezetben közöljük.

A2 : = A1 +∇η =





B(r2 −R2
0)/2r eφ ha r ≥ Rmax

B(r2 −R2
0)/2r eφ −∇[χg] ha R(φ) ≤ r ≤ Rmax

(1− g)∇χ− χ∇g ha Rmin ≤ r ≤ R(φ)
0 ha r ≤ Rmin

=





B(r2 −R2
0)/2r eφ ha r ≥ Rmax

B(r2 −R2
0)/2r eφ −∇[χ(φ)g(r)] ha R(φ) ≤ r ≤ Rmax

∇[χ(φ)h(r)] ha Rmin ≤ r ≤ R(φ)
0 ha r ≤ Rmin

(9)

ahol h(r) = 1 − g(Rmax, Rmin, r) = g(Rmin, Rmax, r) jelölést használtuk. Az
explicit alakhoz be lehet helyettesíteni a χ(φ) és g(r) függvények konkrét
alakját, amivel a vektorpotenciál r és φ változókon kívül explicit csak az
R(φ) függvényt®l fog függeni. Látható, hogy az antidot vektorpotenciál a
körülírt körön kívül ill. a belülírt körön belül pontosan az antikör vektor-
potenciáljába megy át. A kapott megoldást a formák nyelvén az Appendix

5Vagy másképpen: Rmin = min(R(φ)), Rmax = max(R(φ))
6Található olyan g függvény is amivel η(r, φ) végtelenszer di�erenciálható, és mindegyik

deriváltja 0-vá válik a határon, de a számításhoz nem szükséges ennyire sima vektorpoten-
ciált gyártani.
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B-ben részletesebben értelmezzük. A különböz® tartományokra vonatkozó
vektorpotenciálfüggvényeket római indexekkel jelöljük: AI , AII , AIII és AIV

ahol pl. AI = 0 a legbels® tartományhoz tartozó alak. (Lásd 16. ábra.) A
gy¶r¶n belüli tartományban a belülírt kört®l távolodva nullvektorból indulva
növekszik az abszolútértéke és irányának -a körülírt kör felé közeledve- egyre
kisebb a sugárirányú komponense.

3.3. Kvantálás
Az egy elektron Hamiltoni mágneses térben

H =
1

2M
(p + eA)2 =

1

2M
(p2 + 2eAp + e[p, A] + e2A2)

= − h̄2

2M
(∇2 +

2ie

h̄
A∇+

ie

h̄
div(A)− e2

h̄2A2)

Esetünkben a négy tartományon különböz® vektorpotenciál van jelen, ennek
megfelel®en a Hamilton függvény négy részre bontható.

H = κ{r<Rmin}HI + κ{Rmin<r<R(φ)}HII + κ{R(φ)<r<Rmax}HIII + κ{r>Rmax}HIV

ahol HI rész a belül írt körön, a HII ezen kívül de az antidot belsejében,
a HIII az antidoton kívül de még a körül írt kör belsejében és végül HIV a
körülírt körön kívüli tartományban releváns. (Lásd a 16. ábrát)

Az A2 mértékben lev® sajátfüggvény 9 alakjára vonatkozó Schrödinger-
egyenlet megoldást az I és a IV tartományban ismerjük ((2) egyenlet), hisz
ez épp az antikör küls® és bels® részére vonatkozó egyenlet.

ψI(r, φ)E,m = c1Jm(
√

Er)eimφ

ψIV (r, φ)E,m = c2WE,m(r)eimφ

ahol WE,m(r) = e−
1
4
r2

r|m
∗|U

(
1+|m∗|+m∗−E

2
, 1 + |m∗|, r2

2

)
a Kummer U függ-

vényt használó alak rövid jelölése, az ún. Whittaker függvény Jm(.) az m.
Bessel függvény. Az m∗ = m − s az e�ektív impulzusmomentum, ahol s
a korábbiakban használt az (1) hiányzó �uxus, az antiam®bát jellemz® pa-
raméter. A folytonosság miatt m egész. Az els® tartományban, a belülírt
kör belsejében a sugárfüggés Bessel-függvény. A gy¶r¶n belüli tartományon
(II és III) a megoldás függ R(φ)-t®l, általános alakban nem adható meg. A
negyedik tartományon �az Rmax sugárú körön kívüli térrészben� a Hamila-
toni az antikör mágneses tartományára lett visszavezetve, aminek sugárfüg-
gését a WE,m(r) Whittaker függvény jellemezte. Mindazonáltal az energia-
sajátértékek természetesen általában nem esnek egybe az antikör lehetséges
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Rmin
R0

Rmax

I
II

III
IV

16. ábra. A mágneses antidot probléma
Külön kezeljük a négy tartományt: a belülírt körön belülit, azon kívül de az
am®bán belül, az am®bán kívül de a körülírt körön belül, a körülírt körön
kívül

értékeivel, ezért a gyakorlatban ezen tartományokban sem várhatunk az s
paraméter¶ antikörrével azonos hullámfüggvényt.

A sajátértékek lehetséges értékeit az antikörnél a tartományok összeillesz-
thet®ségének feltételéb®l kaptuk. Ehhez most a ψIE,m megoldás HII majd
HIII szerinti folytatása7 az am®ba határán a ψIV E,m értéket kell adja, és a
deriváltra is hasonló feltételt kell megkövetelni. Az antidot problémánál a
II-es és III-as tartomány hiányzik, itt a belül- és körülírt kör maga az am®ba.
Ezen problémát az I-es és III-as megoldások illesztésével rögtön meg lehetett
oldani (lásd 2.1.), az ezt teljesít® En sajátértékek ebb®l ismertek voltak. A
kör alakú határvonal perturbálására azt várjuk, hogy ezen sajátértékek foly-
tonosan fognak változni. Mivel az I-es és IV-es tartományban a sajátfügg-
vények alakilag nem változnak meg, a körre vonatkozó megoldásból kiinduló
iterációval megkaphatóak a perturbált esetre vonatkozó sajátértékek.

A másik lehet®ség � a gyakorlatban ebben az esetben egyszer¶bben ki-
vitelezhet® � mátrixformalizmus. Az energiabázisban a Hamilton operátor
diagonális, következésképpen tetsz®leges teljes ortonormált rendszerben kis-
zámolva a Hamilton-mátrixot, majd ezt diagonalizálva megkapjuk ebben a

7A Hamilton operátorok ismeretében a hullámfüggvény a Schrödinger parciális dif-
ferenciálegyenlet numerikus megoldásával továbbfejleszthet® egy zárt görbén megadott
értékéb®l kiindulva.
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függvényrendszerben a sajátfüggvények kifejtését. Ennek a hátulüt®je az,
hogy ezen mátrix általában végtelen. Olyan bázist kell választani, amely-
ben a sajátfüggvények kifejtése hamar konvergál. Szemiklasszikus érveléssel
a 2.2. pontban megmutattuk, hogy a nem túl nagy impulzusmomentumú
pályák az origó kis környezetébe vannak zárva a mágneses tér által, ergo a
közeli tartományok integráljárulékai lesznek dönt®ek. A legkézenfekv®bb bá-
zisfüggvényrendszer a megegyez® terület¶ antikör sajátfüggvényrendszere. A
tetsz®leges alakú antidot Hamilton függvénye eleve csak a belül- és a körülírt
köre közti gy¶r¶ben tér el egyátalán az antikör H0-jától. A korábbi jelölé-
sekkel:

H0 = κ{r<R0}HI + κ{r>R0}HIV

H = κ{r<Rmin}HI + κ{Rmin<r<R(φ)}HII + κ{R(φ)<r<Rmax}HIII + κ{r>Rmax}HIV

ahol κX az X halmaz karakterisztikus függvénye, ami H belsejében 1, azon
kívül a 0 értéket adja. H-t a H0 perturbációjaképpen állítjuk el®:

∆H = H −H0 = κ{Rmin<r<min[R0,R(φ)]}(HII −HI) + κ{R0<r<R(φ)}(HII −HIV )

+ κ{R(φ)<r<R0}(HIII −HI) + κ{max[R0,R(φ)]<r<Rmax}(HIII −HIV )

= κ{Rmin<r<R(φ)}(HII −HI) + κ{R(φ)<r<Rmax}(HIII −HI)

− κ{R0<r<Rmax}(HIV −HI)

Az átalakítások egyszer¶ halmazelméleti azonosságok felhasználásával tör-
tént. A Hamilton operátor különböz® tartományokra jellemz® alakjainak
különbsége szerepel. Konkrétan például az els® ilyen

HII −HI = − h̄2

2M

(
2ie

h̄
(AII −AI)∇+

ie

h̄
div(AII −AI)− e2

h̄2 (A2
II −A2

I)

)

A többi különbség ugyanilyen alakú, a megfelel® római index behelyettesítésé-
vel kapható. A vektorpotenciálok konkrét alakjával ezeket explicit is kiszá-
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molhatjuk.

HII −HI = − h̄2

2M

{
2ie

h̄
∇(χh) · ∇+

ie

h̄
∆[χh]− e2

h̄2 [∇(χh) · ∇(χh)]

}

= − h̄2

2M

{
2ie

h̄

dh

dr
χ∂r +

2ie

h̄

h

r2

dχ

dφ
∂φ

+
ie

h̄
∆[hχ]− e2

h̄2

[
h2

r2

(
dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dh

dr

)2
]}

HIII −HI = − h̄2

2M

{
2ie

h̄

dg

dr
χ∂r +

2ie

h̄

[
B

r2 −R2
0

2
− g

dχ

dφ

]
∂φ

r2

− ie

h̄
∆[gχ]− e2

h̄2

[
1

r2

(
B

r2 −R2
0

2
− g

dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dg

dr

)2
]}

HIV −HI = − h̄2

2M

[
2ie

h̄
B

r2 −R2
0

2r2
∂φ − e2

h̄2

(
B

r2 −R2
0

2r

)2
]

A korábbiak szerint az antikör sajátfüggvényrendszerét választjuk bázis-
nak. A szükséges mátrixelemeket szétbontjuk a H0 és a ∆H összegére. H0

az azonos terület¶ antikör Hamiltonija.

〈i|H|j〉 = 〈i|H0|j〉+ 〈i|∆H|j〉 =

= Ejδij +

2π∫

0

R(φ)∫

Rmin

ϕ∗i [HII −HI ]ϕjdrdφ +

2π∫

0

Rmax∫

R(φ)

ϕ∗i [HIII −HI ]ϕjdrdφ

+

2π∫

0

Rmax∫

R0

ϕ∗i [HIV −HI ]ϕjdrdφ (10)

A bázisfüggvények a 2.1. fejezetben egzaktul meg lettek határozva. Egy
|i〉 állapotot valójában két mennyiséggel, az m impulzusmomentummal és a
n-el indexelt energiasajátértékkel lehet megadni8. A bázisfüggvényrendszert
röviden ϕn,m ≡ ϕnm módon jelöljük. A két index a polárváltozók szerint
szeparált két dimenziós tér bázisát �xálja. Bármelyik rögzített m esetén
ϕn,m, n ∈ N kifeszíti a sugárirányú alteret, rögzített n és m ∈ N esetén a
szögfüggésnek megfelel® alteret kapjuk. Ez utóbbinak megfelel® Hilbert tér

8Az energiasajátérték jellemzésére n-re és m-re is szükség van, hisz általában nincs
degeneráció.
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kompakt, az U(1) csoport reprezentációja. Az asszimetrikus feladat tehát
a Hamilton függvényében sérti a szimmetriát, de a kifejtésben szimmetrikus
bázist használunk.

A megadott Hamiltoni hatását analitikusan meg lehet kapni, hisz ez a
megadott függvények szorzásán kívül csak φ és r deriválást tartalmaz. Egy
adott ϕn,m antikör hullámfüggvényre a φ deriválás egyszer¶en im-mel való
szorzás, az r deriválást a 2.1.3. pontban már vizsgáltuk.

Az els® integrált például a következ® módon végezzük9

2π∫

0

R(φ)∫

Rmin

ϕ∗n,m[HII −HI ]ϕn′,m′drdφ =

2π∫

0

min(R0,R(φ))∫

Rmin

ϕ∗n,m[HII −HI ]ϕn′,m′drdφ

+

2π∫

0

θ(R(φ)−R0)

R(φ)∫

R0

ϕ∗n,m[HII −HI ]ϕn′,m′drdφ

Ebben az alakban rögtön behelyettesíthetjük a (2) Bessel ill. Whittaker
függvényt használó bázisfüggvényeket, hisz ezek éppen az r < R0 és r > R0

tartományokra vonatkoznak.

2π∫

0

min(R0,R(φ))∫

Rmin

An,mAn′,m′Jm(
√

En,mr)

{
−2i

dh

dr
χ
√

En′,m′J ′m′(
√

En′,m′r)

+

[
2

h

r2

dχ

dφ
m′ − i∆(hχ) +

h2

r2

(
dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dh

dr

)2
]

Jm′(
√

En′,m′r)

}
drdφ

+

2π∫

0

θ(R(φ)−R0)

min(R0,R(φ))∫

Rmin

Bn,mBn′,m′Wn,m(r)

{
−2i

dh

dr
χrW ′

n′,m′(r2/2)

+

[
2

h

r2

dχ

dφ
m′ − i∆(hχ) +

h2

r2

(
dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dh

dr

)2
]

Wn′,m′(r2/2)

}
drdφ

A χ = χ(φ), g = g(r) és h = h(r) függvények konkrét alakja az el®z®
alfejezetben szerepelt.

A (10) mátrixelemek számításához szükséges második integrált hason-
lóképpen meg lehet adni. El®ször felbontjuk a Besseles és Whittakeres tar-

9Az egyszer¶ség kedvéért innen ismét a 2. fejezetben de�niált hossz és energiaegysé-
gekben dolgozunk. Ekkor nem jelenik meg explicit a h̄, e és M értéke, csak az s = R2

0/2
dimenziótlan hiányzó �uxus.
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tományokra az integrált
2π∫

0

dφ

Rmax∫

R(φ)

dr =

2π∫

0

dφ θ(R0 −R(φ))

R0∫

R(φ)

dr +

2π∫

0

dφ

Rmax∫

max(R0,R(φ))

dr

Behelyettesítve explicite
2π∫

0

dφ θ(R0 −R(φ))

R0∫

R(φ)

drAn,mAn′,m′Jm(
√

En,mr)

{
−2i

dg

dr
χ
√

En′,m′J ′m′(
√

En′,m′r)

+

[(
r2

2
− s− g

dχ

dφ

)
2m′

r2
− i∆(gχ) +

1

r2

(
r2

2
− s− g

dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dg

dr

)2
]

Jm′

}

+

2π∫

0

dφ

Rmax∫

max(R0,R(φ))

drBn,mBn′,m′Wn,m(r2/2)

{
−2i

dg

dr
χrWn′,m′(r2/2)

+

[(
r2

2
− s− g

dχ

dφ

)
2m′

r2
− i∆(gχ) +

1

r2

(
r2

2
− s− g

dχ

dφ

)2

+ χ2

(
dg

dr

)2
]

Wn′,m′

}

A Jm′ ill. Wn′,m′ függvény ki nem írt argumentuma
√

En′,m′r ill. r2/2

És végül a (10) mátrixelemek számításához szükséges harmadik integrál
2π∫

0

Rmax∫

R0

Bn,mBn′,m′Wn,m(r)Wn′,m′(r)

[(
r2 − 2s

r2

)
m′ +

(r

2
− s

r

)2
]

drdφ

A fentiekben a mátrixelemek számításához szükséges három integrált si-
került felírni. Összesen 5 integrál összegeként lehetett kifejezni, amelyek mind
az Rmin < r < Rmax gy¶r¶ egy részhalmazára vonatkoztak. A 2.3. részben
megmutattuk, hogy a nagy m vagy n -hez tartozó hullámfüggvények nagy-
részt az R0 sugárnál sokkal nagyobb távolságban lesznek nullától lényegesen
különböz®ek. (A nagyenergiás állapotok szétken®dnek, a nagy perdület¶ tar-
tója kifelé tolódik.) A gy¶r¶re vonatkozó integrálok tehát csak a kis n és m
esetén lesznek relevánsak. A diagonalizálandó mátrix nagy index¶ kompo-
nensei elhanyagolhatóak lesznek Ejδi,j mellett. Ezen véges altért®l eltekintve
tehát az eredetivel közel azonos, gyakorlatilag diagonális Hamiltonmátrixot
kapunk. Az i. nagy energiájú vagy impulzusmomentumú sajátérték a meg-
felel® Ei antikör-energia lesz, és a sajátfüggvény is a hozzárendelt antikör10
i. sajátfüggvényével lesz azonos.

10A tárgyalt girbe-gurba am®ba alakú antidotból hiányzó �uxus s, akkor a hozzárendelt
antikör olyan, hogy azonos �uxus hiányzik bel®le. Másképpen fogalmazva a mágneses
tért®l mentes am®ba területe egyenl® a kör területével.
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4. Összegzés, további tervek
A dolgozatban megadtuk az antikör probléma egzakt és szemiklasszikus me-
goldását és az általános antidot esetére vonatkozó általánosítást. A hullám-
függvény belül a Bessel függvény, kívül a Whittaker függvény volt. A WKB
megoldás energiaértékei a legkisebb kvantumszámú állapotoktól eltekintve
tökéletesen közelítették a tényleges energiaértékeket. A szemiklasszikus tár-
gyalással megadtuk a hullámfüggvény maximumának közelít®értékét. Osz-
tályoztuk a lehetséges pályákat. A fázistér 6 tartományra esett szét. A nagy
impulzusmomentum abszolutérték¶ állapotok (|m| > √

2sE és |m− s| > s)a
kört elkerül®, pozitív és negatív impulzusmomentumú Landau szinteknek
megfelel® e�ektív impulzusmomentumú sajátfüggvények. A 0 < m < 2s
állapotok (azaz |m − s| < s)a mágneses peremállapotok voltak, amik a kör
határán található inhomogenitás következményei. Az m = 0-s állapotok a
kör középpontján áthaladó klasszikus pályáknak feleltek meg. Végül meg-
különböztettük a nagy energiájú pozitív és negatív impulzusmomentumú ál-
lapotokat, amelyek a térben olyan szétterült állapotok, amelyek mind a sze-
miklasszikus viselkedés, mind az egzakt hullámfüggvény alapján átlagosan a
körön kívül, de a kör belsejében sem elhanyagolható módon megtalálhatók.

Továbbá megnéztük a tetsz®leges alakú antidot esetét. Az azonos s �u-
xusparaméter¶ körre vonatkozó bázisban megadtuk a Hamilton-mátrixot.
Nagy indexekre a diagonális elemek túlsúlya révén megmutattuk, hogy a
nagy impulzusmomentumú sajátállapotok azonosak a hozzárendelt antikör
sajátállapotaival.

A mágneses gy¶r¶ vizsgálatánál az ottani eset alapján megfogalmazták
[16] a sejtést, hogy az energiaspektrum kritikusan függ a hiányzó �uxus kvan-
tum számértékét és sokkal kevésbé a mez® geometriájától. Az itt közölt
megoldásból tisztán látható ennek oka: a kifejtés gyorsan konvergáló bázisa
kízárólag s-t®l függ. A térrész geometriájától � ahol a mángeses tér eltér a B
értékt®l� a képletekben a belül- és körülírt kör Rmin és Rmax sugara a lénye-
ges, ami meghatározza a perturbáció integrálási tartományát, illetve χ(φ)-n
keresztül az integrandus függ az R(φ) explicit alakjától. Egy recés határú s,
Rmin és Rmax paraméter¶ antidot �zikai jellemz®i csak harmadik korrekció-
ban térnek el az azonos paraméter¶ lekerekített antidottól. Az alkalmazások
szempontjából tehát fontos az antiellipszis vizsgálata, amit a közeljöv®ben
szeretnénk elvégezni.

Az antidot sajátértékproblémájának megoldása a 2DEG rendszerekre mér-
het® következményekkel is jár. Az En sajátértékek el®állítása után lehet®ség
van a χ = −∂2F

∂B2 mágneses szuszceptibilitás és a M = −∂F
∂B

mágnesezettség
elméleti úton történ® kiszámítására. A kísérletben az antidot körül jelenlév®

41



mágneses teret változtatva ezen �zikai mennyiségek direkt módon mérhet®k,
a dolgozatban közölt számításnak tehát fontos kísérleti relevanciája van.

5. Köszönetnyílvánítás
Mindenekel®tt témavezet®mnek, Cserti Józsefnek szeretném megköszönni a
féléves együttm¶ködésünk során tanúsított kitartó és lelkes segítségét. Kös-
zönöm Polinák Péter segítségét a Kummer függvények programozásával kap-
csolatban. Hálás vagyok Gáspár Merse El®dnek a klasszikus elektronpályá-
kat bemutató ábrák elkészítéséért. Végül köszönöm Pollner Péternek, hogy
felügyelte a Komplex Rendszerek Fizikája Tanszék számítógépes rendszer
hatékony m¶ködését és használatát lehet®vé tette számomra.
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6. Appendix A: vektorpotenciál
Ebben a részben bemutatjuk a vektorpotenciál levezetésének általános mód-
ját. Itt magasabb szint¶ matematikát használunk: a di�erenciális formákkal
való leírást. Ezen a nyelven szemléletes a görbült terekben realizált elek-
tromágneses elmélet. (Lásd pl. [19].) A dolgozatban tárgyalt probléma
ugyan sík 2DEG rendszerre lett kit¶zve, mégis az áttekinthet® tárgyalás az
antiam®ba által el®írt görbevonalú koordinázás használatával lehetséges.

A kör esetében a forgásszimmetria miatt kézenfekv® volt a szimmetrikus
mértéket használni, ahol a vektorpotenciál az êφ tangenciális irányba mu-
tatott. Arra gyanakodhatunk, hogy az általános esetben is az am®ba alakú
antidot görbevonalú koordinátázáshoz illeszked® mértékben lesz egyszer¶ a
vektorpotenciál. Legyen az am®ba határvonala az −→f (λ)11 ívhosszparaméte-
rezéssel megadva. Az am®ba csillagszer¶, tehát kell legyen egy csillagköz-
pontnak hívott O bels® pontja, "amib®l nézve konvex"12. Ezekután megad-
hatjuk a sík am®baparaméterezését, ahol az O középpontú koordinátarends-
zerben −→r = ξ

−→
f (λ). ξ az általánosított sugárváltozó, ami megadja, hogy

hányszorosára kell nagyítani az am®bát, hogy a meghatározott pontot tar-
talmazza, és λ az általánosított szög, ami megadja, hogy a felnagyított am®ba
melyik pontjáról is van szó13. Ezzel de�niáltuk a küls® deriválással kapható
dλ és a dξ els®rend¶ formákat. Ezeket a szintfelületekkel lehet szemléltetni.
A dξ a ξ = const vagyis az origó középpontból felnagyított am®bák serege.
A dλ-hoz a λ = const sugárirányú vonalak serege tartozik, amelyek az ív-
hosszparaméterezésnek megfelel® s¶r¶séggel jönnek.14 B(ξ, λ) = Bθ(ξ − 1),
ahol θ(x) a Heaviside egységugrásfüggvény.

A körre vonatkozó megoldást ebben a geometriában egy-az-egyben re-
produkálhatjuk, hogy megkapjuk az általános antidot teret létrehozó vek-
torpotenciált. A vektorpotenciál els®rend¶ forma (kovariáns vektor) kétféle
felírása A = Axdx + Aydy = Aξdξ + Aλdλ.15 A síkra mer®leges mágne-

11Ebben a részben a vektorokat nyíllal, a formákat vastagon szedett bet¶kkel jelöljük.
A vektor komponenseit fels®, a formák komponenseit alsó indexszel jelöljük. A normált
bázisban a vektorkomponens fölé kalapot rakunk.

12∀x bels® pont O-val egy olyan szakaszt határoz meg, ami teljes egészében az am®bában
kell legyen

13Az (r, φ) polárkoordinátákhoz tartozó (ξ, λ), olyan, hogy ξ = r/|−→R(φ)| és λ =
f−1(

−→
R(φ)), ahol az am®ba határa polárkoordinátákban (|−→R(φ)|, φ), illetve az új rendszer-

ben (1, λ)
14Az am®ba úgy metszi a sugárirányú görbesereget, hogy a metszéspontok közötti ív-

hossz állandó.
15A formák lineáris teret alkotnak, amelyen értelmezve van az antiszimmetrikus ten-

zorszorzás, a küls® di�erenciálás és a dualitásm¶velet. A duális forma az antiszimmetrikus
egységtenzor képe, w∗ = εw. Két dimenzióban ez a tenzor kétindexes. A 0-forma egy
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ses tér skalármennyiség (azaz 0-forma) B = dA∗, a vektorpotenciál küls®
deriváltjának (egy 2-forma) duálisa[19]. Tehát

dA = B(x, y)dx ∧ dy = (∂ξAλ − ∂λAξ) dξ ∧ dλ

Továbbá a koordinátarendszerek közti átváltás J(ξ, λ) = ∂(x,y)
∂(ξ,λ)

Jacobi deter-
minánsa. Könnyen belátható, hogy az am®bához illeszked® (ξ, λ) koordinátá-
kra való áttérés Jacobi mátrixa J(ξ, λ) = ξj(λ) = ξ

√
F (λ)− (∂λF )2/4 ahol

F (λ) = |−→f (λ)|2. Ezzel pedig dx ∧ dy = J(ξ, λ)dξ ∧ dλ.
A vektorpotenciál levezetése ezen a nyelven a körre alkalmazott eljárással

azonos, az antiam®ba alakja csak a koordinátázásban tesz különbséget. Inte-
gráljuk a vektorpotenciált a ξ-szeresre felnagyított am®bára16 és használjuk
a Gauss-Stokes tételt

∫

H

dA =

∮

∂H

A

∫ L

0

∫ ξ

0

Bθ(ξ′ − 1)J(ξ‘, λ′)dξdλ =

∫ L

0

Aλdλ

Bθ(ξ − 1)
ξ2 − 1

2

∫ L

0

j(λ′)dλ =

∫ L

0

Aλdλ

ahol a bal oldalon behelyettesítettük a Jacobi függvény alakját és a ξ′ szerinti
integrálást elvégeztük. Ebb®l az alakból szépen látszik, hogy a vektorpoten-
ciálra jó választás

Aλ = Bθ(ξ − 1)
ξ2 − 1

2
j(λ′)

Az Aξ komponens tetsz®legesen választható, ami a mértékszabadságnak felel
meg. Visszatranszformálva polárkoordinákra, elt¶nik a j(λ) tag

A = Bθ(ξ − 1)
ξ2 − 1

2
j(λ′)dλ = Bθ(r −R(φ))

r2 −R(φ)2

2
dφ (11)

Az A formának ezen mértékben tehát kizárólag φ komponense van, tehát a
szimmetrikus mértéket kaptuk vissza! A kovariáns Aφ komponens a körön

skalár, bázisa az 1. 1-formát (egyindexes mennyiség) a 0-forma küls® deriváltjából kapha-
tunk, pl. dx és dy az x és y skalárfüggvényb®l kapott szokásos bázis 1-formák. 2-forma
kétindexes, bázisa például a dx ∧ dy. Hasznos azonosság ddf = 0 tetsz®leges f formára.

16H = P{(ξ′, λ′) | ξ′ ∈ [0 . . . ξ], λ′ ∈ [0 . . . L[}, ahol P a (ξ, λ) paramétertérb®l a sokaságra
képz® paraméterezés függvény
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kívül egyszer¶ kvadratikus sugárfüggést mutat. A kontravariáns Aφ = Aφ/r
2,

vagy normált bázisban

−→
A =

Aφ

r
êφ = B

r2 −R(φ)2

2r
θ(r −R(φ))êφ (12)

Véleményem szerint a formákkal történt számítás is nagyon szemléletes.
Látható, hogy az am®bához igazított görbevonalú koordinátázásban a vektor-
potenciálra � pontosan a 2. pontban kapott módon,� csak az am®bairányú
komponensre kellett kiróni bármilyen feltételt. Továbbá a formák nyelvén
borzasztó egyszer¶ például a rotáció elvégzése

dA = d(Aφdφ) = ∂rAφdr ∧ dφ =
∂rAφ

r
dx ∧ dy ≡ Bdx ∧ dy

Az utolsó egyenl®ség de�níció szerint kell, hogy teljesüljön. A (11) egyenlet-
b®l behelyettesítve a kovariáns komponensre vonatkozó eredményt, valóban
az antidot mágneses terét kapjuk.
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7. Appendix B: Mértéktranszformáció
A 3.2. fejezetben elvégzett mértéktranszformációval egyszer¶bb alakra hoz-
tuk a vektorpotenciált. Itt megismételjük a számítást a formák egyszer¶bb
algebrájával, ami egyúttal megvilágítja az eljárás lényegét.

A vektorpotenciál (11) alakjához most megpróbálunk hozzáadni egy dχ
gradienst úgy, hogy azzal a küls® tartományban kiküszöböljük a szögfüggést!
Ezenfelül még azt is szeretnénk, ha ezáltal a dφ szimmetrikus mértékben
maradnánk, tehát a vektorpotenciál egy sugárfüggetlen skalár küls® derivált-
jaként kell el®álljon. Ez ebben az esetben megoldható, hisz a vektorpotenciál
valóban csak BR(φ)dφ/2-n keresztül függ a szögt®l, tehát nincsenek mind
r-et és φ-t tartalmazó vegyes tagok. A szükséges mértéktranszformáció tehát
csak a következ® alakú lehet

dχ = B
R(φ)2 −R2

0

2
dφ (13)

Ezzel tetsz®leges R0 szögfüggetlen konstans esetén kiejtjük a (11) egyenletben
szerepl® szögfüggést a küls® tartományban. Integrálva

χ(φ) =
B

2

φ∫

0

R(φ′)2dφ′ − 1

2
BR0

2φ (14)

A folytonosságból a 3.2. pontban beláttuk, hogy R2
0π-nek az am®ba terü-

letével kell megegyezni. Ezzel

A1 := A0 + dχ =





B(r2 −R2
0)dφ/2 ha r ≥ R(φ)

B (R(φ)2 −R2
0) dφ/2 ha r < R(φ)

A normált bázisban Âφ = Aφ/r. A bels® tartományon az origóban els®rend¶
pólust kaptunk, a második lépésben ezt kell megsz¶ntetni.

Olyan mértéktranszformációs függvényt választunk, ami a küls® tartomány-
ban nem bántja a szögfüggetlen megoldást

η(r, φ) :=





0 ha r > Rmax

−χ(φ)g(Rmax, Rmin, r) ha Rmin ≤ r ≤ Rmax

−χ(φ) ha r ≤ Rmin

ahol Rmin az am®ba belülírt körének, Rmax a körülírt körének sugara. g(a, b, x)
a 3.2 fejezetben is de�niált függvény, olyan x-ben folytonosan di�erenciálható
függvény, ami rögzített a és b esetén x = a-ra 0, x = b-ra 1 értéket vesz fel,
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a derivált pedig ezekben a pontokban elt¶nik. Ezzel η(r, φ) és dη(r, φ) foly-
tonos függvény. Konkrétan megadunk egy ilyen függvényt:

g(a, b, r) :=
(a− r)2

(b− a)3
(3b− a− 2r)

dg(a, b, r) =
−6(a− r)(r − b)

(a− b)3
dr

Végezzük el ezzel a második mértéktranszformációt

A2 : = A1 + dη =





B(r2 −R2
0)dφ/2 ha r ≥ Rmax

B(r2 −R2
0)dφ/2− d[χ(φ)g(r)] ha R(φ) ≤ r ≤ Rmax

(1− g)dχ− χdg ha Rmin ≤ r ≤ R(φ)
0 ha r ≤ Rmin

=





B(r2 −R2
0)dφ/2 ha r ≥ Rmax

B(r2 −R2
0)dφ/2− d[χ(φ)g(r)] ha R(φ) ≤ r ≤ Rmax

d[χ(φ)h(r)] ha Rmin ≤ r ≤ R(φ)
0 ha r ≤ Rmin

(15)

ahol h(r) = 1 − g(Rmax, Rmin, r) = g(Rmin, Rmax, r). Az explicit alakhoz be
lehet helyettesíteni a (14) formulát, amivel a vektorpotenciál r és φ változó-
kon kívül explicit csak az R(φ) függvényt®l függ. Látható, hogy az antidot
körülírt körön kívül ill. a belülírt körön belül pontosan az antikör vektorpo-
tenciált kapjuk vissza. A közbüls® gy¶r¶ben a vektorpotenciálnak az eredeti
mértékben (11 képlet) R(φ) mentén törése volt, ez természetesen nem válto-
zott meg, hisz ez annak a következménye, hogy itt a mágneses térnek ugrása
van. A fenti g választással az Ar vektorpotenciálkomponensnek törése van a
gy¶r¶ határain is, de ez elkerülhet®, ha ott g második r deriváltját is zérus-
nak állítjuk be. Úgy ahogy egy vektort irányított nyíllal, úgy egy formát az
irányára mer®leges görbesereggel lehet szemléltetni. Amennyiben egy forma
el®áll egy skalárfüggvény küls® deriváltjaként, a formát jellemz® görbék zár-
tak, nincs végpontjuk. Az I-es tartományban A elt¶nik (végtelen ritka gör-
besereg), a II-es tartományban zárt görbékkel jellemezhet®: χ(φ)h(r) = cn,
n ∈ N görbesereg, azaz r(φ) = h−1(cn/χ(φ)). Az am®ba határán kívül nem
áll el® a vektorpotenciál egyetlen deriváltként, ezért ott a meghatározó gör-
besereg olyan, hogy a görbéknek végpontjuk van, az origótól egyre távolabb
haladva egyre több vonal "keletkezik". A III-as tartományban ezek a vo-
nalak görbültek, (hiszen változik a forma iránya), de a IV-es térrészben tisz-
tán sugárirányúak. A vonalak s¶r¶sége itt forgásszimmetrikus, kifelé r2−R2

0

szerint növekszik. A gra�kus interpretáció koordinátafüggetlen, így tisztán
áttekinthet® az adott mértékválasztás. A mértéktranszformáció során egy
küls® derivált formát adhatunk hozza a vektorpotenciálhoz, azaz egy zárt
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görbesereggel deformálhatjuk az eredeti görbesereget. Ezzel a képpel szem-
léletes, hogy az A2 mértékben egy újabb mértéktranszformáció nem segíthet
a vektorpotenciál további leegyszer¶sítésében.
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