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Absztrakt

Az ikerparadoxon alapjan tudjuk, hogy adott téridépontok kozott kiilonbozo vildgvonalak mentén
kiilonboz6 sajatidd alatt juthatunk el. Ures térben maximélis sajatidé az egyenes téridégdrbe mentén,
minimalis a fényszerii goérbékre adodik. Egy inerciarendszerben az egyhelyben allo megfigyelé oregedik
legtobbet, a fényszeri megfigyelének nem telik id6.

Az emberi szervezet tlir6képességét szem eldtt tartva korlatozzuk a lehetséges palyak maximalis
gyorsulasat. A maximalis sajatidejli palya ezzel nem valtozik. A dolgozat célja a 3 dimenzids fizikai térbeli
minimalis sajatidejii zart gorbe felkutatasa, amely mentén korbeutazva az alldé megfigyelohdz képest a
legtdbbet lehet fiatalodni

llyen kényszerek esetén a varidciés feladat Euler-Lagrange megfogalmazasa szingularis
differencidlegyenletrendszer peremérték-problémajahoz vezet. Az extremalis palyak altalanos analitikus
megoldasa reménytelen. A problémakat azonban elkeriilhetjiik, ha globalis médszerrel csak az altalanos
szimmetridkra hagyatkozunk. Ily moddon bebizonyithato, hogy a maximalis idGutazas a térbeli
egyenesvonall palya esetén jon létre. Az utazas energidjanak korlatozasaval szintén egyenest kapunk. A
feladat altalanosithato gorbiilt téridékre. Specialisan a sztatikus gombszimmetrikus esetet vizsgaltam.



1.1. A legalapvetdbb feladat?

A problémafelvetésben az egyszerlségre torekedtem, a természet altal kijeldlt legalapvetdbb
kérdéseket igyekeztem megfogalmazni. Szoritkozzunk az anyag nélkdli Gres téridd, a Minkowski
téridd vizsgalatara. Az iddszer( tériddgorbék a 4 dimenzids téridd alapvetd objektumai. A kézbs
hatarpontd goérbék a legkézenfekvébb médon a 4 dimenzids ivhosszuk, a sajatidejik alapjan
hasonlithatok dssze. Ezek alapjan a legegyszeribb kérdés a lehetséges minimalis és maximalis
gbrbe meghatarozasa. A megoldas ismert, a maximum az egyenesvonall, a minimum
(pontosabban infimum) a fényszer( térid6gorbékre adddik. (A végpont a kezddpont idészer(
jovojében van, ezért az egyenesvonall mozgas inercialis, a fényszer( gyorsulast tartalmaz.) Az
Osszes lehetséges tériddgorbék ezen két tipusa a vilag alapvetden megkilonboztett fajtai.

Hogyan lehet értelmes mddon bonyolitani a problémat, hogy nemtriviélis probléméhoz jussunk?
Ha ez a "bonyolitds" nem tul mesterkélt, akkor tovabbra is allithatjuk, hogy a megoldas az lres
téridore jellemzd, a természet altal megkuldnboztetett objektum lesz. Tovabbra is a maximalis és
a minimalis ivhosszlUsagu gorbét keressiik, a valtoztatast kényszerek bevezetésével tessziik
meg. Az x(t) vilhgvonal legkisebb derivaltjai maximalis Minkowski-hosszanak korlatozésa latszik
legegyszeribbnek. A nulladik illetve az elsé derivaltra vonatkozé megszoritasok -- a fazistér
korlatozasa -- az el6zdohdz képest nem vezet jelentds eltérésre, csupan a Kkirétt kényszer
érzékelhetd a megoldason: a maximalis gorbék ismét az egyenesvonallak, a minimalisak a
megengedett tértartomanyban futd, maximalis impulzushoz tartoz6 gérbék. Korlatozzuk ezért a
gyorsulasnégyzet maximumat, és adjuk meg a kezdeti és végsd sebességet. Az ezzel egyidejl
maximalis sebességnégyzet korldtozdséara a korlatozott energigju idéutazasok pontban tériink
vissza.

A feladat alapvetdségét mutatja, hogy egyszerd differencialgeometriai matematikaproblémakeént
fogalmazhat6 meg. A térid6gdrbe maximalis gorbiletét korlatozzuk, és a kezdd és végpontokon
kivil az ottani érintdvektorokat is rogzitjik. Keressilk az ezeknek eleget tevd tériddgorbéek kdzil a
maximalis és minimalis ivhosszlsagut. A megoldas tehat a Minkowski geometridra jellemzd
tulajdonsag.

A probléma az id6utazasra vonatkoz6 fizika-megfogalmazasban lesz szemléletes. Az
inerciarendszerben nyugvé megfigyeld szamara teljen el t id6, mikdézben a korlatozott
sajatgyorsulast megfigyeld maximalis T sajatidejd kdrutazast tesz. (Ezen a kort nem a geometriai
értelemben értjik, csupan a térben zart gérbe mentén térténd utazasokra.) Az intuitiv sejtés a
kézismert idddilatacio formula alapjan fogalmazhaté meg. A mozgd megfigyeld o6raja a
fénysebességet megkozelive, (exponencidlis Utemben!) egyre lassabban jar. A maximalis
iddutazas érdekében érdemes minél tovabb minél gyorsabban mozogni. Az egyenesvonall
mozgas "hibaja" az, hogy a t koordinataidd utani visszatérés csak ugy lehetséges, ha legkésébb
t/4 idej0 gyorsulas utan lassulni kezd. Ezzel "elpazaroljuk" a sebességet. A gdrbevonall
visszafordulas viszont sokaig tart: nagy sebességnél a visszafordulds csak nagyon nagy gorbileti
sugarral lehetséges, egyébként a centripetélis gyorsulas meghaladja a gyorsulaskorlatot.

A feladatot eldsz6r a variaciészamitas szokasos nyelvén, az Euler Lagrange egyenletek
felirasaval fogjuk vizsgalni. Leegyszer(sitve az egyenleteket lehetdség nyilik a numerikusan
szimuldlaciéra. Ezzel azonban nem jutunk el a megoldashoz, mert ahhoz meg kellene talalni
azokat a kezdeti értékeket, amelyekbdl az egyenletrendszert tovabbfejlesztve teljesiiinek a
visszatérésre vonatkozd peremfeltételek. Késbbb lathatjuk is, hogy ez kétszer mindenitt
differencialhatd x(t) fuggényre nem is teljesulhet, az extrémalis megoldéas két belsd pontjaban a
sebesség-t fliggvénynek térése van. Ez azonban el®all mindenitt kétszer derivalhat6 fliggvények
hatarértékeként, ami az Euler-Lagrange médszerrel mégis leellendrizhetd. Ezen megfogalmazas
tehat a hipotézis felallitasara alkalmas. A megsejtett megoldast a dolgozat masodik felében
globalis mddszerrel bizonyitom. Utana kitérek a masik "alapvetd kérdés" targyalasara. Itt a
gyorsulaskényszer mellett az utazas teljes sebességvaltozasat is korlatozzuk. A dolgozat végén
felvetjik a gravitacids altalanositds maédjat és megfogalmazzuk a gémbszimmetrikus statikus tér
maximalis idfutazasara vonatkozo sejtést.



2.1. Az Euler-Lagrange megfogalmazés
Vizsgaljuk a feladatot a maximalis sajatideji megfigyeld, az inercidlis mozgast végz6 megfigyeld
szemsz6gebdl. A feladat azon minimalis sajatidej( utazas felkutatdsa amelyre a t = C kezdd- és a

t=tmpx VEgpontokban X =C és u* =( a=1,2,3 esetén teljesill. Az egységrendszert gy

vélasztjuk, hogy a fénysebesség és a gyorsulaskorlat 1 legyen. ((-1, 1, 1, 1) szignat(raju metrikat
hasznéalunk.) Ekkor a négyessebességnégyzet -1, a lehetséges gyorsulasnégyzet 1. Van tehat 2
> >

kényszer és 12 peremérték az x u négyesvektorok komponenseire. Descartes koordinatakkal

u(r) = (ut Cuyu? ) ismeretlen a 4 komponens mint t fliggvénye. A gorbét ezen fiiggvényekkel
fogjuk megadni.
A kényszerek:

o sebességnégyzet

e gyorsulasnégyzet

¢ végsh pozicid

.
X" (0) = Juydr = (

o peremfeltételek

(u“)<0) =C

o

(U )(T) =(

a=1,2,3
Adott tox koordinataiddintervallumhoz keressiik a minimalis T sajatidéhoz tartozd gorbét. Ezzel
ekvivalens feladat rogziteni az utazdsra szant T sajatiddt és keresni a maximalis b

koordinataidd- hosszlsagu gorbét. A peremértékeket ezért igy a 0-ban és a T-ben rogzitjik és
maximalizaland6

T
t = J utdr = maximut
max 0

A Lagrange modszer:



l(T ot Ma'ua _ 7»1(1)'[1 4 _(ut)2 + (ux)2 + (uy)2 + (U
J| ) et () (]

0
A kényszereket Lagrange multiplikatorral vezettilk be. Mivel a valtozonk a négyessebesség, a
térbeli pozicidperemfeltétel integrélis kényszereket jelent. Ezeket az integralokat p egyitthatokkal
kivontuk. A sebesség és gyorsulaskényszereknek azonban minden id@pillanatban teljestlni kell,
ezért 0-ra rendezve, tetszdleges id6fliggd A(r) szorosaik sbt a t szerinti integraljaiknak is el kell
tanni. Ezért ezeket is ilymddon belefoglaltuk az egyenletbe. Az integrandus, a Lagrange fv., 6

idofiiggd mennyiség és a derivaltak fliggvénye. A p konstansokat majd a végsd pozicio
kényszerbdl szamithatjuk ki.

L= L(Kl,kz,ut,ux,uy,uz,u't,u'x,u‘y,u'z>
1,2, 3 = konstansok

A variaciés feladat megoldéaséat az Euler-Lagrange egyenletek adjak.

d| oL oL
—_— —‘ ——:O
dr a(g) o¢

E= (xl,kg,ut,ux,uy,uz>

Explicite kiszamolva:

—d—(kgu'X) + k1~ux+ py=C
dt

(1)
—d—(kz-u'y) + 7»1~uy +py=0
dt
)
—d—(kg-u'z> + kl-uz +uz=C
dt
(3
9 (aput) 4 agut 120
dt
2 2 2 2 @
1- (ut) + (ux) + (uy) + (uz) =(
(5
-1- (u't)2 + (u'x)2 + (u'y)2 + (u'z)2 =C
(6)

Ezen differencidlegyenletrendszer a peremértékek figyelembevételével adja a megoldast. A



mésodrendl egyenletek ut,ux, uy,uZ -ben szeparaltak és linearisak, azonban a j4,; ismeretlen

flggvények kellemetleniil 6sszecsatoljak Gket, ami az analitikus megoldast ellehetetleniti. Az
(5),(6) illetve a p-k meghatarozaséara szolgéal6 "végsd pozicid" kényszeregyenletek felhasznalasa
tovabb ront a helyzeten.

2.2. Az Euler-Lagrange egyenletek megoldasa

A megoldast a sebességkényszer kikluszobolésével kezdjik. Ehhez a Lagrange fvben a

ut,ux, uy,uzDescartes felbontés helyett attériink az a, 6, ¢ hiperbolikus valtozokra.

o € (—oo..oo)

u ch(o)
- ut | sh(oc)-cos(e)
- uy - sh(a)-sin(e)-cos(d))

, sh(a)-sin()-sin(¢)

0 e (0.. TE), ¢ € (—Tc.. TE)

Ezzel minden -1 négyzet( u megadhat6 (és mas nem). A gyorsulas

sh(a) 0 0

> o ch(a)-cos(0) oshla). —sin(0) + 6-sh(a)-sin(0). 0
e ch(cx)‘sin(e)'cos(d)) 0 h( ) cos(e)'cos(d)) ¢ h( ) (6) —sin(q))
ch(a)«sin(9)~sin(¢) cos(9)~sin(¢) cos(d))

A gyorsulast ezzel ortonormalt vektorok linedrkombinécidjaként fejeztik ki. (A vektorok a testhez
rogzitett tetrad Fermi-Walker transzportja.) A gyorsulasra vonatkozé kényszer tehat:

a? + 0% sh(a)? + ¢2sh(o)sin(0)® — 1= ¢

A peremértékek:

a(@)=a(T)=C

T
0(0) = 6(T) = E
#(0) = ¢(T) = 0

Az a-ra vonatkoz6 peremértékek a kezdeti- és vésd sebességre vonatkozé feltétel miatt adottak.
Zérus o esetén ezen koordinatdzas nem hasznélhato, ezért fel kell tegyik hogy a mozgas a T
ideig nem tartalmaz megallast. Az egyenletek az iddtartomany belsejében hasznalhaték. A
kezdeti és végsd 0 és ¢ tetszdleges lehet, ezért valaszthatjuk a fenti médon.

A végsd pozicié integrakis alakban fejezhetd ki.



T
J Sh(a)ooos(e)dr
0
T T
J u'dr = J sh(a)-sin(0)-cos(¢) dr | = C
0 0
T
[ shlasino)sinfe)a
0

Az Euler-Lagrange egyenletek az (j valtozokkal

L= L(OL,G,(I),?\,,OLI’el:d)')

d [ aL oL
—|—=|-—==0
‘“L(a)} ”“
£=(,0,0,0)

Szoritkozzunk elszoér a sikbeli probléméra 6 = —,06 = C. (A helyett a kétszeresét hasznaljuk.)

2
L= n(a) - np-shlod)-c0s(§) - psh(a)-sin(g) - g.x.(a-z + () —1)

Az egyenletek explicite kifejezve

d—(%a‘) + sh(a) - ch(oc)~(u1~cos(¢) + u2~sin(¢)) - x-q$2~sh(on)~ch(a) =C

dt

%Qmmfw-mmuﬂﬁw@+mm«m=o

%-(a‘z + ¢'2-sh(a)2 - 1) =C

A u kényszerek szogfiiggvényei 6sszevonhatok:
na-cos(¢) + up-sin(9) = wsin(¢ + ¢o)

ahol 4,y konstansok helyett bevezettiik az i, ¢g-allandokat:

w= () + (o)



A ¢ paraméter helyett ezentdl a @ = ¢ — ¢c-t hasznaljuk, hogy ¢q kiessen az egyenletekbdl.

j_r(x.a-) + sh(a) — 2-@sh(a)-ch(a) — pech(a)-sin(@) = ¢
(7)
j—(?vsh(oc)zm') - p-sh(a)~cos(d>) =
(8)
a'2 + <D'2-Sh(a)2 -1=C
9

Az (1) — (6) egyenletrendszert sikerilt harom egyenletté egyszerQsiteni. Most persze mar csak a
sikbeli esetet vizsgéljuk. Megmutathaté, hogy a Lagrange fliggvény 6-s tagjainak
figyelembevetelével csak a g3 ~ ( esetén tinik el 6 masodik derivaltja is.

Ezzel az egyenletek olyanok lettek, mintha csak az egyik iranyban kovetelnénk meg a
visszatérést. A p egyutthatok kiszamitasara azonban a 3 koordinataperemérték adott. Ezaltal
® = const esetben latszolag tulhatarozott rendszert kapunk. Azonban vegylk észre, hogy a
koordinatarendszer most nem tetszGlegesen van megadva, a ¢g iranyba forgattuk: ugy vettik fel,

hogy a z és az x iranyban automatikusan visszaérjink, ha az y iranyl visszatérést megkéveteljik.

2.2. Egyenes és torottvonali mozgas

A (7) — (9) egyenletekbdl rogtdn leolvashatd, hogy a ¢ = const, |a | =1 megoldas. Tehat az
egyenes vonalmenti mozgas extremalis. Ekkor

d—CD:C
dt
d—OL ==+1
dt

d—(7v0t') + sh(a) — p-ch(a)-sin(®) = ¢

dt
p-sh (oc)-cos (<D) =C

A visszatérés és végsd megalladskényszer csak akkor teljesuilhet, ha feltesszik hogy létezik
legalabb két olyan pont, ahol a derivaltja hirtelen eldjelet valt. Ebben a pontban tehat nem létezik
a gyorsulas, az erre vonatkozé kényszer nem teljesil. Mindazonaltal az ilyen gérbék eldalinak 1-
nél kisebb gyorsuldsu kétszer differencidlhatd gorbék hatarértékeként, tehat tetszélegesen
megkozelithetd valésagos mozgéassal. Ugyanigy a ®-nek lehet ugrasa azon pontokban, ahol a
zérus. Ezen megoldasok tehat a fizikai térben toréttvonalak is lehetnek.

Integraljuk az egyenleteket!

alc) = t-%(0,a) — (t —2@)%x(a,a+b) + (t = 2D)-%x(b, b+c) + stb



A ®(t)-ra két eset lehetséges. Vagy cos(®)=C azaz @ = ig, vagy p =~ 0 esetén @ = const

tetszdleges. (A const ezentll a fenti értelemben szakaszonként konstansot jelent.) De az Ures tér
izotrop, ezért egy megoldas elforgatottia is ugyanolyan megoldas kell legyen. A
koordinatarendszert elforgatva mas pq o esetén teljesil a visszatérés. Ezért amikor attérink a

u,¢g allanddkra, a @ sz0g bevezetése (a u =0 esetben) a kordinatarendszer ¢g-lal vald

elforgatasat jelenti. Ez a forgatas épp visszaforgatja a koordinatarendszert az el6z6 helyzetbe,
vagyis a fenti egyenletek elforgatasra invariansak. Tehat nem muszdj p-t p ~ 0-val korlatozni.
Behelyettesitéssel a Lagrange multiplikator is meghatarozhato.

A= 1. J (w-ch(at)-sin(g) — sh(a)) de| = == J sh(o) dr

() := JT sinh(a(y)) dy

0

Az a(t) tbréspontjai az a, b, c, d, ... flilggvényében tébb megoldas lehetséges. A "végsd pozicid"
egyenlet is csak egyetlen megszoritas ezekre vonatkoz6an

t(z) == Jt cosh (a(y)) dy
0

o LT sh(a)-cos(¢) de.0 = LT en(a)-sin(¢) de

A legegyszeribb ilyen amikor csak két "foga" van az o(r) farészjelnek. Ebben az esetben a végsd
pozicié kényszer elforgatas erejéig egyértelmien meghatarozza a gorbét. A palya egyenesvonalu

pozicié 6
4T, .
\"\‘__\ 4 ‘____..--‘ e
\\; #‘r__'_,_..-""
s B 2 e
s o
- —
o~ L } |
¢ , , 0 2 4
0 2 4 idG-sajatidd
1
fjr--r'_d__
05 -
o T
.-"'/
0 2 4

idButazés = id0 - sajétidd



Ekkor a T sajatidd utan eltelt koordinataidd t(T) = 4-sh(1). Nagy T esetén tehat az iddutazas
4

exponencia- lisan nd T-vel. A hasznalt egységrendszer g=1, c=1-nek felel meg. Ha a gyorsulas

0=9.8 m/s akkor az id6t a képletben évben mérjik.

Azt kaptuk tehat, hogy a fizikai térben toréttvonall palya extrémalis az idGutazas szempontjabdl.

Az egyenes szakaszokon az o sebességparaméter allandé tGitemben nd vagy cstkken, a fordulas

az o=0 tulajdonsagu pontokban lehetséges. Az Euler-Lagrange modszer szerint a valddi
maximalis idoutazashoz tartoz6 péalya cimére ezen megoldasok mindegyike jogosan péalyazhat.

2.3. Gorbevonalu palyak

Most keresstink olyan megoldast melyre ¢ >0, o > 0 mindig teljesil. Itt nehezebb a feladat, hisz
Mr) és A'(r) ismeretlen fv.-ek nem esnek ki azonnal. Medfigyelhetd azonban, hogy az

. 2 . ., ~ PR
egyenleteket A-val ill. A -tel szorozva, minden t derivalt elott szerepel a A szorz6. Uj
iddkoordinatét, &-t bevezetve ezért a A'-k kiesnek.

Ezzel az egyenletek

o = ¢2-sh(o)-ch(a) — 2(p-ch(ar)-sin(e) — sh(a)) =
(sh(@)2) - 2esh(c)-cos (6) =

d
dg

oc'z + (1)'2~sh(oc)2 - kz =0

A vesszd mar az Uj € idd szerinti deridlast jelenti, a valtozok a & fliggvényei.

o —¢ sh \’cx +¢ sh uch sm )—sh(a))
d( ) \/a +¢ sh psh )

d

A gorbe & szerinti paraméterezésének irdnyitdsa legyen azonos a t-val valé paraméterezéssel,
ezért valasszuk a + el@jelet! Kifejezve a masodik derivaltakat:

o _¢ sh \’oc +¢ sh sm —sh(cx))

¢'= —2-¢-o-cth(a

cos
sh(a ¢ "

A peremfeltételek



E(T)
T= J o + ¢2sh(o)? de
0

a(0)=0

algm) =c¢

A differencidlegyenletrendszer tehat ezzel két masodrendd egyenletté egyszerlsodott! Ennek

do d¢

numerikus megoldasa mar reményteli lehet. igy tetszdleges o,$,—,—,u kezddértékekre
de " d

5

megadhato egy késobbi iddpillanatban o és ¢ értéke. A ?,?,p harmas megvalasztasa kell
¢ dg

biztositsa a visszatérés és végsd megallas kényszerét. (A kezdetifeltétel ezekre nem ad
megszoritast.)

A numerikus szimulacié hatranyai:
¢ A megoldas nem egyértelm(. Elvben tobb %,@,p valasztas is adhat adott T esetén
dé
visszatér® palyat. Ezek mindegyike extrémalis megoldas, feltérképezésik maradéktalanul
szlkséges a valodi optimalis id6utazas megkereséséhez.
¢ Az iteracio a kis sebességl (o-ju) tartomanyban numerikusan instabil. Ha o barhol 0-va
valik, akkor tetszdleges térése lehet a palyanak.

A paraméterek szisztematikus véaltoztatasaval a kovetkezd megfigyeléseket tehetjik.

d¢

e Kis u esetén, tetszbleges da ,— paraméterekre ¢(t) hamar kdzel konstanssa valik. Az
dg¢ dg

o(t) gyakorlatilag szakaszonként linearisan valtozik. A o'(t)=+1-gyel indul, de helyenként T
ezredrészénél gyorsabban elbjelet valt. A numerikus szimulécio feltehetden ezen tartomanyban is
instabil. Vegyik észre, hogy igy tulajdonképpen az el6zbekben vizsgélt torottvonal esetét kaptuk
meg.

o Kbzepes u esetén (1>u>0.1) csak g kozeli ¢, 0 kozeli ?) kezdofeltételek esetén
kapunk visszatérd megoldast. A megoldasok a kis p esetben medfigyelthez hasonlék, de a stabil
¢ értékek n/2 egész tbbbszorosei.

¢ Nagy p-re (u>1) nem kapunk visszatérd megoldasokat. o(t) folyamatosan nd.

A jellegzetes megoldasfajtak az abrakon
megfigyelhetdk.



-1+ 2=l T T 1
do 0 2 4 @ ﬁ
T dt
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il p=-01,-005,-0.01

I o) 0.1
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T 1
b #0) 0.0
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Abra /fent/: egyre kisebb p esetén, "egyre egyenesebbé" vélik a palya. Ezen kezddfeltételek
esetén ugyan nem zarul a palya, de mint latni fogjuk ez nem is érhetd el gorbevonall palyakkal.
Az egyenletek viselkedése azonban latvanyos: az a(t) j6 kozelitéssel flrészjel, de az a(§) "jol
viselkedd" figgvény!

/lent/: Nagyobb p esetén a palya annél "hosszukésabb" $(0) minél kdzelebb van n/2-hez. a(t)
derivalja ismét +1 kdzott ugral, a haladasi irdny ¢(t)=n/2+nm esetén stabil ahol n egész. A palya
gorbilete a gorbe legnagyobb szakaszan kicsi.
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Az abrédkon lathat6 megoldasok adaptiv |épéshosszvaltoztatassal 2000 iteralassal adddtak. A
differencialegyenletek numerikusan kezelhetetlenné valnak a 0 koérnyékén, ezért innen nem
érdemes tovabb folytatni a szimuléciét. (Ennek oka, hogy a paraméterezésnek szingularitdsa van
az o=0-ban.)

A nemzérus o(t) esetén az a(t) latszélagos torése nem numerikus hiba, hisz az egyenletek a(€)
paraméterezéssel lettek megoldva. Léathatd, hogy a &-vel valé paraméterezéssel
kitranszformaltuk ezeket a toréspontokat, ezzel megfelel6képpen "széthlztuk" ezen pontok
kornyezetét. Egyéb kezddfeltételekkel is probalkozva azt tapasztalhatjuk, hogy o eldbb-utébb
csokkenni kezd és a derivalt néhany osszcillaciéja utdn o zérusséa valik. Ez a pont azonban
altalaban a kiinduléponttdl tavol esik.

Az Euler-Lagrange moddszerrel a nemzérus variaciéju iddutazasgorbéket kdnnyen



eliminalhatjuk. Ezzel olyan gérbékre szlkithetjik le a lehetséges gorbék halmazat, aminek a
gorbulete az idd legnagyobb részében zérus. Térjink egy pillanatra vissza a bevezetdben
emlitett tériddbeli differencialgeometriai megfogalmazasra: adott kezdeti és
érkezoérintdvektorokra adott téridopontok kozoétt keressik a maximalisan 1 négyesgorbuletl
téridégorbét, amely négyeshossza minimalis. Ki hitte volna, hogy ennek térvetiilete toréttvonal,
amely 3-as gorbllete még csak nem is feltétlenil korlatos! Elsd ranézésre meghdkkentd hogy
egyatalan létezik korlatos négyesgyorsulasi de nem korlatos 3-as gorbilleti mozgés. A
magyarazat a négydimenzios téridd és a haromdimenzios fizikai tér kozotti azon oriasi
kilénbségben rejlik, hogy a fizikai térben "meg lehet A&llni", zérus sebesség utan pedig
tetszdleges iranyban kezdhetlink gyorsulni. A sik tériddben azonban az idd mindig eldre halad.

Hogyan folytathatd a variaciés megoldas? Ha valahogy sikeril megkapni az 0Osszes
kezdofeltételt amibdl a differencidlegyenletrendszer T sajatidd utan teljesiti a peremfeltételeket,

ezeket vissza kell helyettesiteni a t:J ch(a)dr képletbe és a numerikusan megkapott

megoldasjeldltek kozll ki kell valasztani az egyben maximdlis extrémalis palyat. Infinitezimalis
lépésekben tehéat elvileg sem kaphaté meg a végeredmény, globalis dsszehasonlitdsra van
szukség.

A megoldast szimmetriaelvekre tamaszkodva 0 alapokra helyezhetjiik. A Minkowski metrikaban
gyorsulé rakéta maximalis idGutazasgorbéje annyira egyszer(, hogy a Lagrange moédszer teljes
melldzésével is eredményhez juthatunk. Altalanos térid6ben a két mddszer egyiittes
alkalmazasara van szikség.



3.1. A globalis ut

A megoldasra vonatkozé hipotézis az el6zGekkel ©sszhangban a fizikai térben az
egyenesvonalll palya. A téridogorbék sokfélesége annyi patologikus eset Osszehasonlitasat
igényli, hogy direkt egyszer mdédon nem bizonyithaté az eredmény. Sziikséges némiképp
leszlkiteni a lehetséges gorbék halmazat.

A megoldas kénnyebb megérthetdsége miatt eldszor preciz definicibkkal megfogalmazzuk a
feladatot és a problémaban alkalmazhaté szimmetriatranszformacidkat. Ezek felhasznalasaval
kezelhetbvé valik az egydimezios probléma esete. (Korabban nem lattuk be, hogy hanyszor valt
elBjelet a gyorsulas az Gt soran.) Utana megnézzik, hogy milyen becslésekkel lehet az altalanos
esetet vizsgalni. igy kénnyen megkapjuk a szamitbgépes probalkozasok soran tapasztalhatd
tulajdonsagot, miszerint a fizikai térbeli optimalis gorbe legnagyobb részének kicsi a gorbulete.
Ezzel elkuldnithetdvé valnak a kdzel egyenes és a fordulészakaszok, amelyek révid vizsgalaval
lathatd, hogy a maximalis id6utazas valoban az egyenesvonali esetben adédik.

Legyen | inerciarendszer. Mindent I-b6l nézve fogalmazunk meg. Szoritkozzunk a 2+1
dimenziés esetre. A t=const térszer( hiperfeliletet jeldljik S-sel. Mivel a Minkowski téridd
stacionarius ezeket azonosithatjuk és jel6lhetjik t-tdl fliggetlennek.

Definicid: Iddutazas az az iddszerl gorbe a tériddben, amelyre a gyorsulasnégyzet legfeljebb 1, a
K kezdeti és V végpontra a térvetiiletek megegyeznek prg(K) = prg(V) €s az ottani sebességek

zérusok. Az egyszerlség kedvéért célszeri nem megkdvetelni, hogy a gyorsulas mindenditt
értelmezett legyen, csak azt, hogy a goérbe Aalljon eld mindenitt értelmezett gyorsulasu
idoutazasok hatarértékeként. A K és V kozt eltelt id6 t, sajatidd T. Az iddutazasok tehat specialis
gorbék I-ben, amit a t sajatidejukkel paraméterezhetiink.

Két iddutazas ( és & 0Osszehasonlithatd, ha a hozzajuk tartoz6 valamelyik utazésidﬁ
megegyezik, azaz T, = T vagy t _t teljesil. Ezek kodzott rendezés ¢ > &, ha egyidejlleg t

¢ o C_
vagy TC < T Ket |doutazas ekvwalens ha mind t és T kozos.
Rogzitett T vagy t esetén az ekvivalenciaosztalyok kozott metrika d(gg): |tg_t§| vagy

d(c,) = |TQ - Ti" Ekvivalens iddutazasokra mindkét képlet zérust ad.

Rogzitett T esetén maximalis iddutazdsnak (MI) nevezziik az ilyen iddutazdsok supremumanak
elemeit, amelyekre tehat pl. rogzitett T esetén t supremalis.
Legyen SMI:=prg(MI), a maximalis idGutazas térvetiilete .

Az idbutazasok kvantitativ kezelésére a szokasos spec. rel. modszert hasznaljuk:
Egy id6szer( mozgas sebessége és gyorsulasa

(o) = | shiafx))-cosolx
sh(a(r))~5|n(¢(r
sh(a(x)) 0

al) = | chl(ale))-cos(4(s)) | + d-shla)| —sin(¢)
o (a(e))-sin(4() cos ()

A gorbét az a, ¢ fliggvényekkel jellemezzik. Az iddutazasra

o + ¢2sh(a)’ <1

a(@=a(T)=C



]
0= XT) J sh(a)-cos (6) d
0

T
0= y(T) = J sh(a)-sin(g) e
0
Az utazasi koordinataido:

t= JT ch(o)dr

0

Egy MI mozgasra tehat amelyet (T, t) jellemez igaz, hogy T régzitése esetén nincs nagyobb t-jd,
t rogzitésére nincs kisebb T-j0 id6utazas.

3.2. Altalanos tételek

A definiciok egyszerli kovetkezményeit fogalmazzuk meg. Els6ként, hogy a szuprémummal
definidlt maximalis iddutazas ekvivalenciaosztaly benne van az idéutazasok halmazaban, tehat
maximalis elem. Masodjara belatjuk, hogy a maximalis iddutazas végig kihasznalja a maximalis
gyorsulast. Végul megmutatjuk, hogy az Ml a téridd "minden t—intervallumédban maximalis".
Allitas: Az MI idButazas
bizonyitds: Rdgzitett T-j0 idOutazasokra barmely két elem 6sszehasonlithatd. Tegyuk fel, hogy
az dllitas nem igaz: létezik egy olyan névekvo t sorozat, amelynek d-hatérértéke t olyan

tériddgodrbéhez tartozik, amely nem iddutazas. Mivel minden iddutazas korlatos, folytonos és a
telies [0,T] intervallumon értelmezett, ezért pontosan rt-pontonként konvergens
iddutazassorozatokat kell tekinteni. Nyilvanvalé, hogy végesen értelmezett, korlatos o'-0 id6szerQ
gorbék hatarértéke iddszer(. Az o konvergenciaja egyenletes hisz a o, egyenletesen Lipschitzes

(a gyorsulaskényszer szerint) és mindenitt értelmezett, ezért a hatarérték is egyenletesen
Lipschitzes. (Az o' nem biztos, hogy mindeniitt értelmezett, de ezt nem is koveteltik meg.) A
peremfeltételek trivialisan teljesulnek.

Megjeqgyzés: Legyen T rogzitett. Lathatd, hogy o' korlatos, ezért o korlatos. A sebességvektor o-
nak folytonos fv-e, ezért az iddutazas halmaz korlatos, hisz korlatos folytonos fv. kompakt
halmazon vett integralja korlatos. Az eldzd tétel alapjan lathatd, hogy a halmaz zart. Viszont a
téridd véges dimenzids ezért az iddutazasok halmaza kompakt.

Allitas: Az MI gyorsulasnégyzete A-m.m. 1

bizonyitas: Ezalatt lényegében azt értjik, hogy nincs olyan nyilt intervallum, ahol midentt kisebb
mint 1, vagy nem értelmezett. Tfh. van. Ekkor érdemesebb ezen intervallum belsejében a
sebességet maximalisra ndvelni (i.e. ndvelni |a'|-t), hisz adott Gtra a t — T ekkor nd, T cstkken:

d(t = 1) = (ch(a) - 1)-de= %-ds - th(%)ds

ahol ds a térbeli gorbe (SMI) megfeleld szakaszan az ivhossz. A maradék iddben akarmit
csindlhatunk, hogy T ne valtozzon, de t nagyobb lesz. Ez ellentmondas. Maximdlisra meg

pontosan akkor noveljik a sebességet, ha o' maximalis, azaz ha kihasznaljuk az 1 gyorsulast.
Allitas: Az MI 11, t,-h6z tartoz6 két pontjaban a sebesség U(Tl),u(fz)- A téridd ezen pontjai kozott



az 1-ségnyi gyorsulasu, azonos U(Tl) kezdd- és U(Tz) végsebességl palyak kozil az Ml mentén
legrovidebb a sajatidd.

bizonyitds: Ha egy masik palya mentén rovidebb lenne a két pont kozott eltelt sajatidd, ezen
palyat kiterjesztve az eredeti Ml 4 eldtti és 1, utani szakaszaval kisebb sajatidejd palyat kapnank
azonos t-hez. A Kkiterjesztés is MI, hiszen a hatarokon a sebesség folytonosan megy at és a
tartomanyok belsejében a gyorsulas az eredetivel azonos.

3.3. Alapvetd szimmetriak

Definici6: Szimmetrianak nevezzik azokat az iddutazés — iddutazés flggvényeket, amelyek egy
(t, T) ekvivalenciaosztaly egyik eleméhez hozzarendelik egy méasik elemét. Mivel altalaban elég
az a(t), ¢(r), sbt az a'(r), ¢'(t) fuggvényekkel definialni a tériddbeli mozgast altaldban eleve csak
ezen R — R flggvények, sot olykor csak ezen derivaltjainak transzformécioit tekintjik. Ezen
maveletek megkénnyitik az id6utazasok ésszehasonlitasat.

Id6szakaszok permutacidja: A gyorsulas és az integralis kényszerek iddfluggetlenek. t
kiszamitasa is egy t integral maga is idGeltolasinvarians. A gérbe kilonbdzd 6sszefliggd részeit
tehat felcserélhetjik, amennyiben a hataron a sebességek azonosak. A térvetiiletnek nem kell a
hatarokon megegyezni, ha a visszatéréskényszert az integralis alakban szamitjuk. (Gondoljunk a
tériddértelemtdl elvonatkoztatva a transzformaciora, csak az «a(r), o¢(t) flggvényeket
transzforméljuk.)

Id6szakasz tUkrozés: Valamelyik 6sszefliggd mozgasszakaszt iddben visszafelé végezve a t
integréljarulék azonos, de a visszatéréskényszer nem teljestl automatikusan. Csak ezt és a
hatérok sebességét figyelembevéve lehet id6tikrozést csinalni.

Térbeli eltolas: A megadott formaban haszndlt visszatéréskényszer szempontjabdl érdektelen,
hogy a térbeli mozgasszakaszokat eltologatva képzeljik-e el. Ha mint tériddgdrbére gondolunk,
az iddpermutaciét a megfeleld téridbeltolassal kell alkalmaznunk, hogy a folytonossag
megmaradjon.

3.4. Egyenesvonall mozgas

Ha az SMI egyenesvonall, a gyorsulaskényszer alapjan |a'| <1, ¢ konstans. Ezzel definialtuk az
egyenesvonall iddutazast és az egyenesvonall maximalis id6utazast.

10

a(r)

Definicié: Az egyenesvonall iddutazas n-fogi ha |o'| =1 és az |o(t)| fv-nek pontosan 2n-1
torése van a telies mozgas sorén. Szemléletesen, ahany foga van az |a(t)| fOrészjelnek.

Allitas: Az egyenesvonalt Ml kétfogu, amire t = 4~sh(1)
4
bizonyitas: El&szor alkalmazzuk az idGeltolasszimmetriat. Cseréljuk fel a kifelé és a befelé jovd

mozgasszakaszokat Ugy, hogy a kifelé mend részek kerlljenek eldre, a visszafelé jovok a
végére. A felcserélések lehetségesek hisz az 0Osszeillesztési pontokban o=0. A térbeli



eltolasszimmetria miatt folytonosan 6sszeilleszthetjik ezeket. Ezzel egy ekvivalens Mi-t kaptunk.
Legyen az SMI legtavolabbi pontja P. Ez nyilvanvalé megéallasi pont, itt a=0.

A KP és a PV szakaszt noveljik meg a maximalisra |a | tekintetében. Ekkor kétfogli mozgast
kapunk, eredetileg mas mozgasra ez valddi novelés. A két szakasz sajatideje csokken, de a t
koordinataidd is csokken. Azonban, mint lathatjuk, a t — T kilénbség nd.

10
a(r) s ey
= ", - ",
A . ~ .,
p N “
T ut R‘l"”’ K‘l
0 10 20
T
2 2 2

dr =dt” —dx

¥ = dt? — de> = (dt — do)-(dt + do)

d(t-1) = A Sh(a))dx:th[%j-d)

T dt+dt 1+ ch(a

A dx egyutthaté o > 0 névelésével nagyobb lesz. Ha integralunk a rogzitett KP és PV végpontok
kozott,
a t— T nagyobb lett. K6zben T cstkkent, a maradék id6ben barmit csinalhatunk (pl. egyhelyben

allhatunk) és végul a teljes t koordinataidd az el6z6nél nagyobb lett. Ha tehat nem kétfogu volt a
gorbe ellentmondasra jutottunk.

Az a(t) kétfogu flrészjel, ezért t a ch(a) t-integrélja, ami épp az allitdsban foglaltal egyenld.

3.5. Becslések

Ebben a pontban leszi{kitjik az a halmazt amiben a maximalis iddutazast keressiik.
Trivialis, hogy adott T-re egy MI-nek t>T, hisz =0 mindenutt minordlja az a. paramétert és erre
t = T. Masrészt t kisebb az egyfognal, hisz az pontonként majoralja az (x(r) sebességet. Tehat:

3
T
— + .| -T=

31.2° 322 5.2

+

0<t-T<2sh I -T=2 I
2 2

Ha T <1, akkor (t —T) = (, azaz t ~ T. EKkor tehat kozelitbleg az 6sszes iddutazas MI. Nagy T-re
viszont jelentds kilonbségek lehetnek. Az all6 iddutazasra példaul t= T, viszont a kétfogra

I.sh(I) Ezentul ezért csak a T>>1 esetet fogjuk vizsgalni.
4 4

Legyen az egyenesvonall kétfog maximalis sebességparamétere o = I az Ml idButazasra
4

legyen o A kOvetkezd allitasokban belatjuk, hogy opy = &, ha Otrmx<&- Az SMI pélya
hosszulkas, tehat A¢y ~ C teljesil az ut S, S hosszu hanyadan.



Allitas: Az Ml-re gy > o - In(&)
bizonyitds: A kétfog iddutazasra t:4~sh(1), ennél az Ml-nek nem lehet kisebb az eltelt t
4

koordinataideje.
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Allitas: Az a(r)zx.am szakasz SMI-beli ivhossza legyen S, (A-apge>>1) Erre kozelitdleg

sk>s.[1—T2.e_(l_k)'°‘1 azaz az Ut dontd hanyada ebbe a szakaszba esik. Az eltelt

koordinataiddre hasonléképpen ¢, > t-[l _Tle (1_7‘)'°‘i|

bizonyitds: Eldszor belatunk egy altalanosabb ¢sszefliggést az ds-da kapcsolatra:

(ds = sh(a)-dt= Sh(a)-daj > sh(a)-da = d(ch(a))

Alkalmazva az allitasra:

6, > eh(ctmmn) —ch(1cipmy) > {eam e e_mm)} | Sletm s O]

S S = (1-2) o max
_ —(1=))-
A A 1-e z[l_T.e ( )ama)E|

>
sS4 T-sh(1ctrux) 1o M omax, o = (14) 0 max




Az eldz0 allitassal azonban oy, Majdnem a:

[1 I C R max:l T (1-2)-(a—tra)) . T.(;)l‘”.e— (1-1)-« 1 T2e (1-1)-

A koordinataidd dt = (ch(c.)-dt) ~ [(0.5ea)-dr ~ ds miatt hasonléképpen becsiilhets.
Allitas: Az bsszes elfordulds az a(t) > h-aygy SZakaszban legyen ¢,. Erre ¢, < T>e %, tehat

az ilyen szakaszok kozelitdleg egyenesvonaliak.
bizonyitas: Az elfordulas-t viszonyra

1
Sh(a)

dop< -d1

Behelyettesitve:

Kévetkezmeny: Az eldzdek szerint az Ml oy €S -0y KOZti része (pl. A = 0£) az SMI Gt dontd

hanyada, ami lényegében egyenes. Ez nem lehet 6sszefliggd, hisz ekkor nem teljestlhet a
visszatérés az utazds végére. Tehat legalabb két diszjunkt 6sszefiiggd gyors szakasz van, és a
kettd kozott a visszafordulast o < A-agSEDESSEggEl lehet megtenni. Tovabba erre A ~ n.

3.6. A fordulészakasz

Allitas: (i) Az MI G(T)zkamax gyors szakaszai kozoOtt a visszafordulds egyenesvonall és

tartalmaz megallast.

(i) A MI-nek egy bels6 fordul6szakasza van, azaz nincs 2 diszjunkt dsszefiliggé tartomany
a kifelé és a befelé jovo (x.qm_.qm_,x.am) sebességil részek kozott.
bizonyitas: Kiszamoljuk, hogy adott \.apnpy kezdd- es végsebességre milyen fordulas tart

minimalis At sajatideig. A koordinataidé alakuldsat kellden kis A esetén figyelmen Kkivil
hagyhatjuk. Ezt azért minimalizaljuk, hogy a lehetd legtovabb Iehessen a Iényegében
egyenesvonall szakaszban gyorsulni, hisz az idéutazas dontd tobbségét ebben a szakaszban
érjik el. A szamtani és a négyzetes kbézepekre vonatkozd egyenldtlenség szerint a legjobb, ha
a'=-1 gyel lassulunk, majd a'=0-val fordulunk, tehét ha itt is egyenesvonalu a pélya:

s [a,2+ ¢'2~Sh(oc)22 lo'| + |¢]-sh(c) . lo| + [¢]-sh(ctrmin)

V2 V2

Ezek kozll azonos Df-hez derivalassal lathatd, hogy a megallas esetén Dt a legkisebb.



d_(\/é-m) =2+ A¢~ch(ocmin) =C

dag

semely anjpre, ha Ag>2

Tehat o, = . Ez a megoldas csak akkor lehetséges ha a fordulast megel6zd és kovetd kifelé
mend és befelé joVvO \-oappy Sebességek parhuzamosak és az SMI-ben egybeesnek. Ha nem
parhuzamosak, akkor alkalmazzuk a kdvetkezd szimmetriat. Permutaljuk Ugy az iddszakaszokat,
hogy a kifelé mend (x.am,,am“x-am) sebességl részek egymas mellé keriljenek

(ugyanezt a befelé jovdlre). igy pontosan két elkilonild gyors lényegében egyenesvonall
szakasz lesz. Ezek ha nem parhuzamosak, a kezdeti ¢ valtoztatdsaval parhuzamossa tehetd.
Ekkor nem biztos, hogy zart SMI palyat kapunk. Azonban most a fordulészakaszt hatarolo - oy

sebességek parhuzamosak és SMI helylik az origén atmend egyenesre esik. A fordulészakaszok
helyett egyenesvonall |a‘| = 1 a(t)-ban maximalis a(r) és ¢(t) fliiggvényeket hasznélunk, akkor a

forduldszakaszon néveltik a sebességet. igy végul zart SMI-t, tehéat idéutazast kaptunk, amelyre
nagyobb az iddutazas.

3.7. A megoldas

Allitas: Az MI kétfogu iddutazas t = 4~sh(Ij
4

bizonyitds: Az eldzdekben belattuk, hogy az SMI lényegi része egyenesvonall és a
visszafordulas tartalmaz |o'| = 1 gyorsulast megallast.

Az indul6- és érkezdszakasz nem egyenesvonall, akkor o(t) majoralhaté Ugy, ha
egyenesvonallra csereéljik, majd a fennmarad6 id6t a o,y S€bessegl helyen opy,-nél nagyobb
sebességl mozgés beszurasara hasznéljuk.

Végiil: a gyors szakaszok egzaktul egyenesvonaltiak, hisz egyébként |o'| < 1 lenne, amire a(t)
pontonként majoralhaté egyenesvonali mozgassal.



Altalanositasok

4.1. Energiafeltétel

A bevezetdben megmutattuk, hogy a gyorsulas korlatozasa mellett a masik alapvetd feladat a
maximalis sebességvaltozas korlatozasa. A sebességvaltozdas a megfigyeld energidjanak
véaltozasat jelenti. Ezen probléma motivacioja tehat lehet a valésdgos utazas megtervezése. Az
utazashoz sziilkséges maximalis energia korlatozasa Ujabb kényszer bevezetését jelenti, ami
nyilvanvaléan megvaltoztatja az optimalis téridégorbét.

Fizikai szemmel két eset lehetséges: az allandonak tekinthetd nyugalmi témegl (rhajé és a
csOkkend tdmegl rakéta esete. Energiakorlat nélkil az Ml energiaigénye mint latni fogjuk
W = mg-c-T ahol a rakéta tomege m. Nemelhanyagolhat6 id6utazas esetén T>>1 év ezért az
energiaigény a rakéta nyugalmi tomegének tdbbszordse lehet. Az elsé eset, amirdl megmutatjuk,
hogy a fenti differecialgeometriapélda esete, nem biztos hogy fizikailag relevans probléma. A
rakétaelvvel csokkend témegi idéutazo test matematikai értelemben kevésbé alapvetd probléma,
de a fizikai tartalma miatt mégis vizsgaljuk.

Definicid: Korlatozott energiaju idéutazasnak nevezzilk azon idéutazasokat, mely maximum E
munkaval kivitelezhetd. Korlatozott energiaji maximalis iddutazasnak (EMI) nevezzik azokat,
melyekre adott T-re t maximalis.

4.1. Alland6 nyugalmi témeg, kiillsé forrasbdl nyert energiargia

Szamitsuk, ki a kibocsatott energiat! Az impulzusvaltozasbél

>\ 3\ s
(p) = m(u) =¢
) . ) - >
A momentan egyuttmozgo rendszerbdl nézve drt id6 alatt kisugarzott impulzus tehat dp = —a-dt. A

2 RV
nyugalmi tomegvaltozas zérus, tehat a gyorsitas energiaja dE = (dp) = (a) -dt. Ezért
dE 2 2 2
- m a| = mya” + ¢ sh(a)” <
T

Ebbdl lathaté, hogy AE > %-(lm + |ag] -sh(afmin)) és amT <E. Példaul az Ml-re E= mT. A
2

teljesitmény csak a gyorsulason keresztil fligg az id6tol.
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Definicid: Egyenesvonall csonka-kétfognak nevezziik azokat az idéutazasokat, amelyek eltérése
az egyenesvonallu kétfoghoz képest az, hogy o' nem pillanatszerlien valt el8jelet, hanem véges
ideig zérus.

Allitas: Az EMI egyenesvonall kétfog ha E<mT, egyébként csonka-kétfog, melyre

1 E E
t=|=| T—— |-&Xp| —
-5l
bizonyitads: Lathatd, hogy ha a gyorsulas 1, akkor AE=mAt. Ha az E>mT, akkor az EMI=MI az
energiakorlat semmitmondé. Legyen E<mT. A becslések a csonka-kétfogbdl kiindulva érvényben
maradnak. llymoédon ismét megallapithaté, hogy a gyors szakasz |ényegében egyenes, és a

fordulészakasz At-ban és szerencsére egyben AE-ben is akkor minimalis ha egyenesvonalban
megallunk.

AE > %( |Aa| + Ad)-Sh((lmin))

Ezek utan az el6z6h6éz hasonléan megmutathatd, hogy a palya kozelités nélkil egyenesvonald.
Ekkor tehat E = m-z |Ac| van korlatozva. Ha adottak az a(t) lokdlis szélsdértékei, akkor lathato,

hogy kdzottik E szempontjabdl érdektelen, hogy hogyan gyorsultunk. A sajétidd-koordinataidd
szempontjabél viszont megmutattuk, hogy a pontonként maximalis a(t)-t kell valasztani. Ebbdl
lathatd, hogy most is pontonsan két lokalis maximuma van o-nak, egy a kimend és egy a
bejovbszakaszon. Megmutatjuk, hogy ezek egyenlfek. Ha régzitjik a térbeli legtavolabbi pontot,

és a megtett Gttal paraméterezzik a mozgast d(t-T) = th(%)-ds. De a th konk&v fliggvény,

a1+ o2 . , . .
th(a1)+th(a2)§2-th — nem érdemes az Utban nem egyenletesen haladni. A két

maximumsebesség azonos, és maximalisan kell fékezni és gyorsulni a megéllaskor, hogy o
minnél kevésbé térjen el az idealértéktdl.

4.2. Valtoz6 nyugalmi témeg, rakétaelvl gyorsulas

A momentan egyilttmozgd rendszerben minden pillanatban teljesil a négyesimpulzus
megmaradas. A momentan egyittmozgo rendszerben a, = C ezért

g —dm dE
Prakéta™ m |al-dt "l dE



A kisugarzott impulzust fényszeriinek tekintjik. Ezzel az m nyugalmi témegre:

Loy
la| m "~
D) _ o]
dt
E(r):mo—n
—J( |a| dt
m= mo«e
Ha a munkakorlat E>m. akkor az EMI=MI egyenesvonali kétfog, hisz ekkor az

C
energiakorlatozas semmitmondd, mindig teljesil. Rakétaelv( gyorsuldsnal azonban ez lehetetlen,
mert a végén m<0 lenne. Ha viszont E < me akkor

10T

a(t)

Z|Aa|:

(Z|Aa| + Adrsh amm) _J m J la dr<—ln(1— —j

Most sem éri meg fordulni, mert az teljesitményigényesebb, mint a lassitds. Ha E<< my akkor a
folyamatban m~ my igy az el6zdekben levezetett megoldas j6 kdzelités, legjobb a csonka-kétfog.

A kovetkezd A&llitasban megmutatjuk ez &ltalaban is igaz, a csonka-kétfog mellett lehet a
legtobbet idoutazni. Az energiakorlat az Gzemanyag részaranyara jelent als becslést.
Allitds: Rakétaelv( gyorsulas esetén is tetszbleges E-re az EMI csonka-kétfog. Ha E = m és az

y . . E
Uzemanyag részaranya — = 1 — k akkor

M



t ~ Lm(‘() ifKZe_T
2%

bizonyitas: Azt kell csak medfigyelni, hogy az energiakényszer egyenesvonall mozgasnal nem
mas mint a nyugalmi tdmeg maximalis valtozasanak korlatja. Viszont az el6zdekben levezettik,

hogy
d(In(m)) = —|da| < -d
Az eldzovel (m=all. esettel) teliesen analdg képetet kapunk ha id6tiikrozzik a folyamatot. Ekkor

az m_nyug. tomegrdl nd m-ig a tomeg a teljes folyamat soran. Tehéat most is ugyanaz a Z |da

teljes valtozas van korlatozva, csak a korlatot nem E/m-nek hivjak.

m
0 E
In =-Inf1- — =4'(Xn'a)<
m,-E m

0 0

Nyilvanvaléan ez csak akkor érvényes, ha az energiakorlat E < mo-(l -e T). Egyébként az

EMI=MI kétfog szerint kell mozogni.
Figyeljuk meg az eredményink mennyire fligg az Uzemanyag részaranyatél! Ennek

komplementerével « =1- E kifejezve t ~ Lﬂn('() ifk>e | |. Ha x<e | akkor

mO 2. 4&

ref ) neee”

EMI=MI. (k= e T esetén a képletbe helyettesitve visszakapjuk a kétfog iddutazast, kisebb «-ra a
csonka kétfog eleve kétfog.)

5.1. Gravitacio6

Val6sagosabb problméma a gravitaciét nem elhanyagolni. Tekintsiik a tériddt olyan sokasagnak,
mely kiilénb6zd diszjunkt tertletein j6 kbzelitéssel vagy Minkowski vagy Schwarzschild metrika.
Az idbutazast hasonloképpen definialjuk. Az egyenletek a Schwarzschild metrikaban jéval
bonyolultabb alaktak. (Mar a sebességet sem olyan egyszer(i paraméterezni, amivel a
négyessebességnégyzet automatikusan -1.) A kévetkezdket szamolas nélkil észrevehetjik:

e A Schwarzschild gorbilet miatt egyenesvonall mozgassal lassitas nélkil teljesithetd a
visszatéréskényszer, ha T elegendd hogy megkeriljik!

¢ Sejthetd, hogy az Ml maximum 1 fekete lyukat kdzelit meg egyenesvonall SMI-n.

e A téridd ezért hengerszimmetrikus. Sejthetd, hogy a téridGpalya tukorszimmetrikus a
legtavolabbi pontig P huzott egyidejd egyenesre vonatkoztatva. Valamint P félidGben van mindkét

értelemben, tehat
T t T
tt—+t|==+1t — -



o Egy fekete lyuk eseményhorizontjan az idddilatacié «. Ugyan itt csak « gyorsulas esetén lehet
megmaradni, de azt megkozelitve lehet, hogy nagyban névelni lehet az iddutazast. El lehet-e érni
tetsz6leges iddutazast megfeleld nagysagu lyuk esetén? (t=co, T=véges)

Elsének a geodetikus mozgast kell megvizsgalni. A Schwarzschild metrikdban teljestl az

iddeltolas és forgasszimmetria, ehhez tartoz6 Killing vektorok ii Megmaradd mennyiségek
ot o¢

tehat u = E, u¢: L. Ezzel a sebességkomponensek:

2
ahol \/2 = (1 - m) 1+ L a sebességnégyzet=-1 felhasznalasaval jott ki.
r 2
r

A mozgas elkulonuld szakaszai az tavolédd és kozeledd Minkowski és a gravitacids
Schwarzshild szakasz. A Minkowski szakaszokrél az el6zoek felhasznalasaval nem nehéz latni,
hogy egyenesvonall gyorsulasok. A végig Minkowski Ml-hez képest eltérés, hogy a tavolodo
szakaszban nem Kkell lassulni, hisz a Iyuk korili gravitdcidsgorbilet miatt a visszafordulads a
gyorsulas nélkil az utazas idejéhez képest kis gorbileti sugaron lehetséges. A gravitacios térben
az instabil korpalyak mentén kvazistacionarius moédon korlatos térrészben tetszdleges
sebességre lehet gyorsulni. Hatarértékben r=3M sugaron gyorsulva lehet megkdzeliteni a
fénysebességet, ahol a kilsd all6 megfigyeld szamara ismét "t—ban exponencialis jelleggel all
meg az idd".

Az eseményhorizontot megkdzelitve szintén "megall az id6" azonban itt a gyorsulads « lenne.
Ezért feltehetd, hogy létezik egy & > 0 korlat aminél jobban a gyorsulaskorlat miatt nem lehet
megkdzeliteni ezt a teriletet. Itt azonban az id6 véges korlatos mértékig "lassul le" ezért "hosszu
tavon" nem érdemes itt gyorsulni, hosszl utazas esetén feltehetden az r=3M sugard koérén
érdemes keringeni. Ezen a részen az lires térhez hasonloképpen tetszdlegesen felgyorsulhatunk.
Az sajatidd a koordinataiddhdz képest (dt/dt) az Ures térhez hasonléan de a gravitaciés
idddilatacio miatt annak /2 -ad része szerint csokken zérusra. Ezen motivaciok kiséretében a
kovetkezd sejtéseket fogalmazhatjuk meg.

Sejtés: Kvazistacionarius kdzelitésben a legjobb ha r = 3-M sugaron gyorsulunk.

Sejtés: Ml a legkdzelebbi fekete lyukat egyenesvonall gyorsulassal kozeliti meg, majd akérdl
keringve gyorsul. A visszatérés egyenesvonalu lassulas.

Amennyiben ezen sejtések beigazolddnak. Az id6utazdsra vonatkozd numerikus Osszefliggést



egyszer( bizonyitani.

Kovetkezmény: A sejtésben megfogalmazott Ml-re az iddutazas t ~ [-\/iexp(ID = E(t )2
2 4 ures

bizonyitds: A Schwarzschild metrikaban adott L-hez két lehetséges geodetikus kérmozgas
tartozik. A kuls® stabil, a belsé instabil. Ha feltesszik, hogy kozelitleg kérmozgéast végziink,
akkor az instabil kdron érdemes gyorsulni érintdiranyba, hisz itt eleve nagyobb dt/dr.

e (- IO (1) e

r r

hisz a' ~ C
A gyorsulas soran r lassan valtozik, feltlr6l kdzeliti a 3M értéket. Ezért attérhetiink az o véltozéra
E és L helyett:

L= r~sh(a)

E= [1- ﬂ.ch(a)
r

Ezzel a gyorsulaskényszer a szokasos (—aj = lirhatd. Az r=const feltételezés helyes, hisz
dt

r hamar konvergal 3.-M-hez. Ennek a felirasnak elbnye, hogy nagy r esetén -a Minkowski
hataresetben- o a kordbban megismert o sebességparaméterbe megy at.

Ha a fekete lyuk nincs tul kdzel az induléponthoz A > 1(, akkor o elég nagy lesz a kdzelében
ahhoz, hogy ne vétsiink nagy hibat régtén az r ~ (3-M) kozelitéssel.

dt ch(a)

= 2| < (YBoh(a)

d )
k Jl_Z_M
r

t(T) == J@-exp[g)



Alulrél becsiljik az iddutazast, ha ezen kivil Minkowski metrikat hasznalunk. Az utazas ideje
tehat 3 részhdl all. Az egyenesvonali megkozelités és hazatérés, valamint a gyorsulé
kormozgas. A megkozelités és visszatérés koordinataideje kb. A, hisz ch(a) ~ sh(a). Erre
1=2In(A/2), ezért

T

t=2A+ 2~\/§-(sh(%) - A) =2(J3-1)A+ \/é-ez

Ha a Iyukat sokdig tudjuk kerllgetni T>>2In(A), azaz A«}'tijres’ akkor
2

4
a most szamolt gravitacios t viszonya. Az egység mindharom oszlopban év.

10, 24.365 257.059

15 85.042 3.132E+3

20 296.826 @ 3.815E+4

25 1.036E+3 | 4.648E+5

30 3.616E+3 @ 5.662E+6

35 1.262E+4 = 6.898E+7

40 4.405E+4 @ 8.403E+8

45 1.538E+5 | 1.024E+10

50 5.367E+5 @ 1.247E+11

t~|3exp T = E t. %Az alabbi tablazatbol lathaté a T, az Ures térbeli Ml mentén a t, és
2 Ures

6.1. Eredmények, kilatasok

A dolgozatban bebizonyitottuk, hogy korlatozott gyorsulds esetén a maximalis iddutazas az
egyenesvonalu térbeli gérbén kétszeri gyorsulas és lassulas esetén valdsithaté meg. c=1, T=1

egységrendszerben erre a koordinataidd-sajatidd viszony egzaktul megadhato t = 4.5h(I).
4

Megmutattuk, hogy ennek energiakoltsége m tomeg( alland6é rakétatomeg esetén E=mT

Rakétaelvl gyorsulasra megfelelden nagy [E zl—e_Tj kezdeti Uzenanyagarany esetén
m
0]
kivitelezhetd lehet a maximalis idGutazas. Megkaptuk a korlatozott energiaji esetben érvényes
modositasokat is. A fizikai térben ezesetben is az egyenesvonall pélya a maximalis.

A gravitdcio esetén létrejové gorbilt térben a maximalis idButazaspélyat a tér gorbllete
eltorzitja. A sztatikus gdmbszimmetrikus esetben megfogalmazott sejtések szerint a Schwarzshild
lyuk tAvolsagadhoz képest hosszi utazdsra a fényszerl korpalyat megkozelitve érdemes
gyorsulni. Az igy elérhetd idGutazds maximum t = \/§-exp(T/2) lehet.

Més tériddk esetén nyitott a maximdlis iddutazas kérdése. Milyen téridok esetén j6het létre
tetszdleges nagysagu téridéutazas véges sajatidd alatt. Vagy létrejohet-e a newtoni tomegpontok
mechanikajabél ismert szingularis jelenséghez hasonlé, melyben a pontok véges idd alatt
végtelenszer taladlkoznak. A relativitaselméletben a sajatidére atfogalmazva a kérdést,
fénysebességre gyorsulé vagy nagyon nagy gravitacios terek hatasara elviekben nincs kizarva
mindez.

Geroch 1967-ben bebizonyitotta, hogy elképzelhetdk olyan téridbk az altalanos
relativitdselméletben, amiben a kronologiai sorrend és az oksag megsériilhet. Kip S. Thorne a
CalTechen m(k&dd csoportjaval az elmult évtizedben kapott eredményei alapjan meger6sodott a
gyanu, hogy amennyiben taladlunk vagy valamiképpen eldallitunk a tériddben olyan féreglyukakat
ahol séril a gyenge energiafeltétel, akkor az Aaltalanos relativitaselmélettel 6sszhangban
elképzelhetd a megfigyeldk olyan mozgasa amelyben az idd folyasa ellentétes iranyd. De, mint



Thorne irja, tavolabb all ettdl még a mai emberiség, mint az dsember az (rutazastol. Hasonlé
lehet a helyzet a dolgozatban is targyalt iddben eldre térténd maximalis iddutazassal. Ezen
allitasok matematikai szempontb6l mindenesetre értékesek, a vilagunk geometrigjanak Ujabb
alapvetd sajatossagait tarjak szemeink elé.



7. Appendix

Allitas: Kvéazistacionarius kozelitésben a legjobb ha r = 3-M sugéaron gyorsulunk.

bizonyitas: Az ut egyenletbdl lathatd, hogy ha nincs gyorsulaskényszer, érdemes a fekete lyuk
r = 2-M horizontjat megkézeliteni. Nézziik meg, hogy milyen E és L mellett lehet még a gyorsulas
maximum 1. Az r sugaru geodetikus gyorsulasa: (r' =~ (-val lehet szamolni, hisz ezt majd a rakéta
biztositja)

(;) = (at ar a¢): E (Ez) —(VZ) L'
a 1- m E -\ P

1

%
altal kifejtett gyorsulas a = (o a o) r irdnyd. Ennek kell kompenzalnia a sugariranyl gyorsulast,

N .
Az optimalis E és L értéket véve azok allanddk, tehat (a)geoz 10 —(\/2) 0]. A rakéta

hogy r'= Clehessen
' 2
2 2M 2L 3M
O:ar—( ) :ar——+—-(1——J
r2 r3 r

Viszont a geodetikus képesti gyorsulas legfeljebb 1.

0o W [ e

Mivel arra téreksziink, hogy
dt E
v, _2M
r

maximalis legyen. Az u' = r ~ C miatt azonban az E
nem lehet tetszdleges:

2 \2e Ez_(l_z_M). 1+L22 I

r
r

2 2 -1 2
dt E 2M L
(d_) _2(1_) R
T r
2-M
r

Optimalis esetben tehat L~ « vagy r~ (2M). Az utobbit a gyorsulaskényszerre nézve
kizarhatjuk. Az L = o viszont r = 3-M-nél elérhetd, sot ekkor a' = Clehet

2
2M 2L 3M
0=a =___.(1__]

r 2 3 r
r r



L2 M-r
1 M
r
Vegyuk észre azonban, hogy L(0)=0 ezért L=oo csak T=w alatt érhetd el. Tehat véges T sajatidd
alatt t is véges. T=oo id0 alatt Ures térben is elérhetd, hogy a dt/dt derivalt eltinjon. Az a kérdés,
hogy melyik esetben konvergdl gyorsabban ez a mennyiség.



